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ALGEBRÄ 


1. ANALIZA COMBINATORIE. BINOMUL LUI NEWTON 


1.1. In cite moduri pot fi semänate 5 leguminoase pe 3 loturi? 


1.2. Cite numere diferite din patru cifre se pot forma cu toate 
cifrele? Cite rämin dacä neglijäm cele care incep cu zero? 


1.3. In aranjärile de n obiecte distincte luate cite p, cite: 1° încep 
cu un anumit obiect, 2° contin un anumit obiect, 3° incep cu douä 
obiecte date, 4° conțin două obiecte date. 


1.4. Câte steaguri cu 3 culori se pot forma cu cele 7 culori ale spectru- 
lui? Cite steaguri se pot forma dacă agezám benzile de culori diferite 
şi in lung si in lat? Dar dacă adăugăm alb si negru? 

Akt? ght 
3. Sä se calculeze En tint, 


ntk 


1.6. Dispunem de tăblițe purtînd cifrele 1, 2, 3, 4. Cîte numere 
distincte se pot forma punînd două tăblițe una lîngă alta. Să se scrie 


aceste numere, 


* 
* * 


1.7. In cite moduri pot fi semänate 3 leguminoase pe 3 loturi? 


1.8. In jurul unei mese rotunde sint 3 scaune si 2 fotolii. Pe fotolii 
stau părinţii si pe scaune copii. In cite feluri se poate aseza familia 
in jurul mesei. 


1.9. Cite cuvinte se pot forma din cuvintul ,,porumb’’ schimbind: 
ordinea literelor? 


1.10. Cite cuvinte distincte se pot forma din cuvintul COBAI, 
cuvintele incepind cu C si terminind cu I? Sá se scrie aceste cuvinte. 


1.11. Sá se arate cá numärul cuvintelor distincte ce se pot forma 
permutind literele cuvintului AGRONOM este 7!:2! Generali- 
zare. Sá presupunem cá un cuvint are m litere, in care o litera 
se repetá de « ori, alta de ß ori si una de y ori. Cite cuvinte distincte 
se pot forma? 


1.12. In cite moduri pot fi asezate in jurul unui rondou 6 grupuri 
de lalele, trei varietäfi de rosu si trei varietati de galben, astfel ca 
douä varietäfi de acelasi fel sá nu fie una lingä alta? 


1.13. Din cite elemente este format un grup dacă adáugindu-i trei 
elemente, numárul permutárilor devine de 336 ori mai mare? 


1.14. Sá se scrie permutärile cu repetifie ale elementelor a, b, c. 


1.15. Într-o permutare cu repetiţie fie A, elemente egale cu 4,, Ag 
elemente egale cu 4,, ..., A, elemente egale cu a, unde A, +... + A= 
= n. Să se afle numărul permutárilor formate cu » elemente distincte. 
Aplicaţii: 1° a, az, a3, Aa Si @, = Ag, Ag = a, deci A = 2, M = 2; 
2? A, = Ag = ag deci A, = 3, Aa = 1 

* 
kok 

1.16. În cîte moduri se pot forma brigăzi de 4 oameni dintr-un 
numär de 12 oameni? 


1.17. Cîte produse de 3 cifre se pot scrie cu cifrele 3, 4, 5, 6, 7? 


1.18. O casetă are 5 orificii pe capac si se deschide dacă in 3 din 
aceste orificii se introduc fişe anumite (care diferă între ele). Cite 
încercări trebuie să facă în cel mai rău caz o persoană ca să poată 
deschide caseta ? 


1.19. Pe o hîrtie sînt fixate 5 puncte, astfel că trei nu sînt în linie 
dreaptă. Cîte triunghiuri putem forma cu aceste puncte? 


1.20. În cîte moduri se poate scrie produsul de 4 factori literali 
abcd în produse avînd 2 factori? Generalizare. 


1.21. Să se determine numărul cuvintelor care le putem forma cu 
19 consoane si 5 vocale, fiecare cuvînt fiind format din 3 consoane 
diferite si 2 vocale diferite. Se exclud cuvintele care cuprind 3 consoane 
în sir. 

1.22. Aceeaşi problemă, presupunînd că o literă se poate repeta. 

1.23. 1° Sá se afle numărul patrulaterelor în care se poate :des- 
compune un poligon convex cu 7 laturi. 2° Sá se deducă numărul 
punctelor de intersecție ale diagonalelor unui astfel de poligon. 
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1.24. Pe un cerc se consider’ » puncte distincte. 1° Cite drepte 
determin’ aceste puncte? 2° Cite triunghiuri se pot forma avind 
virfurile in cite trei din cele puncte? 


1.25. Cite puncte de intersecție rezultă din întretăierea a n drepte 
din același plan, dintre care $ trec prin același punct si q sînt paralele? 


1.26. În cîte moduri diferite se pot forma din 30 oameni 3 brigăzi, 
fiecare conținînd cite 10 oameni? 


1.27. Din şirul 1,2, ..., se iau p numere. Se face suma acestor 
$ numere. Sá se evalueze suma tuturor acestor sume parţiale. 


1.28. Să se scrie combinările cu repetiție ale elementelor a, b, c, 
luate cite patru intr-o grupare. 


1.29. 1° Câţi termeni confine un polinom omogen de gradul « cu 
m variabile. 2° Cifi termeni confine un polinom neomogen de gradul 
% cu m variabile? 


* 
* 0 


Să se arate cá există următoarele identități 
1.30. (27) | 22^ - 1! [1*3 5... (2n — 1)]; 
1931]. —— + A a LA Mehl . 


= ;p<n; 
pin — Pp)!  !(n—e—1)!  (p—1l(n— pH)! 
1.32. (C4-1)?— C2C2-2 = (C271)? — C2, CP: 
1:33:56: 20 A — tt? m>un4p: 


m "nm—nu—1l ` m —n—b5-rF1 
1.34. Cj, = C. — (n — 1) Cz. + 2n(n — 2)Co41 — (n — 1) C5; 


1.35. Cain — Cn — C, — C5 — (n + $)Cn — (m + p)CR—(m-+n) C= 
= mnp; 


1.36. Chri + Chia +... + CFI CT Chl = Cf; 
n—1 

1.37. Aj, Arz y Cai = An Cuts 
k=0 

Sá se calculeze expresiile 

1.38. (C2 + CS +... + (GY; 

i 1 1 1 

1.39. | — + — +... + — |: 

| átatvt | 


3 
8 Cs 


. SA se rezolve in x ecuaţiile 
140. (47 — A$): 45=—89; 14. Abo + CH + C = 101; 
1.42. 11C? = 100C? 2; 143. xA2,4 = AnyoPars; 
1.44, A2*! — A? — 3427 —0; 1.45. (242)C 571 + (44 1)C5_1=Cp- 


1.46. Să se arate cá oricare ar fi numărul natural » > 1, expresia 


reprezintá un numär intreg. 


Sä se arate cá: : 

1.47. 1 — 10CÀ, + 10°C, — 10°C, +...— 1077 Co, + 10” = 81^; 

148. 2 — C127 p 027^ — ... + (— I = 1; 

149. 1: C++... +O eas: 

1.50. 1 — C1 + Cr+... +(— 1C; = 0. 

1.51. Din dezvoltarea lui (a — b)?*+! după formula binomului, gru- 
pind termenii egali depärtafi de extreme şi împărțind cu a — b să se 
deducá identitatea 
(2n + 1) — (2n — 1)Con+r + (20 — 8)Cong1 — (20 — SCH + ... + 

+ (= Cin = 0. 
1.52. Sá se determine numärul natural asa fel cá dezvoltind 
ei] 
termenul independent de x sä fie 2160. 
1.53. Sá se dea termenii rafionali din dezvoltată | 73 +9 DE 
1.84. Sä se arate cá expresia 


Vio [(1 + VI0)* — (1 — v10)^] 


reprezintá un numär rafional. 


8 


1.55. Sá se calculeze expresia 
—-14i:y8|) , (—1-iv3) ._ 15 
E =(=] +=}. +- — ]. 
1.56. Utilizind dezvoltarea lui (1 + 1)”, ¿ = V — 1 să se arate cá 
1 — Ch + Cn — = 27 cos =. 


1.57. Sá se determine n asa fel ca coeficienții termenilor al 2-lea, 
al 3-lea si al 4-lea din dezvoltarea lui (x + y)” să fie în progresie arit- 
metică. 


1.58. Să se afle coeficientul lui x8 din dezvoltarea. (1 + 2x? — 34). 
1.59. Din identitatea (1 + x)?(1 + x)? = (1 + xy? sá se deducă că 
1+ ++... + (05) = C5. 
1.60. Sá se arate că | 
Cal — x7! + 20520 +... + CHR — xy 4- + 
nl = nx. 


2. DETERMINANTI. MATRICE. SISTEME LINIARE 


Sá se calculeze determinanfii: 


sin (a + b) cos (a + b)|. sin?^a costa]. 
el: F sin (a — b) cos (a — b) |’? mm sin®b cos? b|’ 


a+ bi | o 2| 
23. |2 + a— bil’ 24|_9 o 


| 9s |... 2 
unde o = cos + isin 7; 


a+b? ab + bej, 


= ab + bc B+ 


a+b b—c |. 
a? + ab cL 2. 


Sá se scrie sub formă de determinant: 


2.7. sin (a + b); 28. cos (a + b). 


Să se rezolve ecuațiile : 


x 0 . x—9 2 ln. 
2s. |] 2 = 13 2.10. |^ +3 P ee 
cos x cos 5x . siny  —1 
2.11. = 7% cos 3a = 0; 2,12. Fa x 4cos 2x =0. 
Pentru ce valori ale lui x avem: 
x 2x . 2 — X 
2:1. |? %|<s; 214.],2 1 „_4l>-5 
Sá se calculeze determinanfii : 
1 2 3 2 —3 4| 3—1 2 
2.15. —2 1 —5 ; 2.16. 4 2 ; 2.17. 2 4 5 . 
3—2 1 4 2-3 —6 2-4 
2.18. Sá se calculeze in douá moduri valoarea determinantului 
a b c 
b c a 
c a b 


şi din acestea să se deducá că dacă a + b -+ c = 0, atunci 


a + b + e — 3abc = O. 


Să se arate că: 


a a+ ra+2r a b(c+a) b 
2,19. |a + 27 a+ 3r a+ 47| 20; 2.20. | B+ cl=0; 
a+3r a + 4r a + 5r c da+b) a 
2ab œ+ a+b tg a cosec2a ctga 
2.21. |a? -- 02 2b a+b!=0; 2.22. |tg b cosec2b ctgb 
a+b a+b 2 tgc cosec2c ctge 


—0; 


a b ab b+c? æ a? 
2.23. | ab a b | = (a?—68)?; 2.24. bB (c--ap B = 
bi ab a e 2 (a + by 
= 2abc(a + b + ch; 
a b c 1 1 bc va, a 
2.25. |x y 2| = |bcx cay abz|; 2.26. |ca x b\ 8) = 
ap bg cr 2 q yr ab 
1 a a 
=|1 8 b 
1 c c 


2.27. Färä a dezvolta determinantul sä se arate cá 


1 1— y2 3—2wy2 
7—5y2 17-12Y2 41—29y2 |=0. 
99—70 VŽ 239— 169 V2. 577 — 408 V2 

Să se rezolve ecuafiile: 
1 1 1] 1 
228. |x 2 3|=0; 229 |x a b|=0; 
a 4 9 e a p 
lx 1l4x #-—1 
230. |2—x 24x x2—4|=0, 
3— x 3+x »—9 
Să se calculeze determinanfii: 
x—a x—b cla—b) ab a+b c 
2.4. | —b x—c a(b—c)|; 282. [bc 5+c æj; 
x—c x-—a b(c—a) ca c+a P 


a+b ab— 1 (1-+a2)(1-+2°) +e c?+a? a?-+b2 
2.33. || +c bc — 1 (148 (1--c2); 2,34, ja®+bc bi4ca c?--ab|; 
e+a ca —1 (1+¢*)(1+a?) a(b-]-c) b(c+a) c(a-+b) 
G a > a—b—c 2a 2a 
2.35. | cd cd 2.36. 2b bw 9b ; 
b> du e 2c 2 c—a-—b 


a—b—c a+b c+a 
2.37.| a+b —a+b—c b+c 
a+c b+e —a—b+te 
a b c 
b--2c c+2a  a--2b 
2a--c 2b—a 2c—b 


1 (b—c)(c—a) (a—b)? 
; 2.38. 1 (c—a)(a—b) (b—c)? |; 
1 (a—8)(b—c) (c—a)* 


l+a,d, l1+4,b, 1+4,b3 
l--a,0, 1+a,b, 1+4,b, |; 
1--a40, 1+a,b, I-+asb; 


1 1 1 


2.39. ; 2.40. 


2ax ay-+bx az--cx 
ay+bx | 2by bz+cy 
az+cx ba+cy 2cz 


2.41. 242. |b+c-a cta—b a+b-c|; 


. 
> 


— 1 a & 4-1 
a--1 cal a—1 
9493, | 21 b b+1 | 
"| +i bt — 1 b-1 |? 
c— 1 c c41 
e+1 a — 1 e—1 | 
cos2a costa  sinta sin x sin2x sinds 
2.44. | cos2b cosb  sin*b |; 245| sin3x sindx sind«|; 
cos2c  costc  sintc sindx sin6x  sin7x 
1 Ls 1 
2.46. (a + by (b + cy (c + a)? ; 
(a+ ba +3) ++) (c+ ae +.) 
a+b b+c c+a 
2.47, | @ + 0* Ba + c dra |; 
a? + bs b+ c ce + a3 
R+as+b Y+ayth 2 + az + b 
2.48. | x? + aax +b y* -- asy + da 22 + aaz + b: l; 


w+ ax +b, yy? + ay + ba 23 + agz + ba 
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| 1 x x, x 
2.49. D= |1 y Tg A) y n 
1 2 22 ON 2 
1 x+ty+2 xy + yz + 2% xyz 
0 1 1 (d 
2.50. 1 (a«—x (a—y? (a—2) 
1 (pa b-y (6-2 
1 (c—23* (cy? (¢—2)? 
1 de o» a 
9.51. 6 5x +y 427+ 2xy — 3x3 + 3xty 
15 10x + 5y Gat + 8xy + y? 3049x%y44xy* 
20 10x + 10y 4:9--12xy-4-4y? 149x%y49xy*4y 
1 1 > a 1 1 
4a 3a +0 2a +25 a +3 46 
2.52. 6a? 3a? +3ab a +4ab+b? 3b? + 3ab 60"); 
4d a? --3a?b 2a°b-+2ab? bs + 3ab? 45° 
ai a3b ab? ab? pt 
1 2 3 ax f 
1 a 41-1 3 us n 
2.33. 1 2 a+1 M n ; 
1 2 2 a 4-1 
n | n—À1 4 3 2 1 
n n—1 4 3 3 1 
n n—| 4 5 2 1|. 
dn e 7 3 2 1| 
94 —1 &—1 4 8 2 1 
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^? —1 n n—1 3 2 
255. D= n—2 n—1 n 4 3 ; 
2 3 4 n n—l 
1 2 3 n—1 n 
11 2! 3! 41 n! 
2! 21 3! 4! ... nl 
2.56. 31 3! 3! 4! ... all; 
ni n! n! n! n! 
a+b ab 0 0 0 
1 a+b ab 0 0 
2.57. D, —| 0 1 a 4- b 0 0 |; 
0 0 0 pos l a+b 
2.58. Sá se rezolve ecuafia 
1 x x? ise xà y 
x e y Br x 1 
e x y us 1 x = 0. 
x" | x u ar gr 
. * * ES 
Să se rezolve sistemele: 
2.59. ax + y — 1, 2.00. x+- y—a, 
x + ay =a; bx + ay = ab; 
2.61. ax + by = a? + b, 2.62. (a—b)x + (a--b)y = a, 
bx + ay = 2ab; (a°—b?)x + (a +52)y = a3; 
2.63. ax — by = a? + p, 2.64. px + qy = $? -+ 25g + g, 
(a—5)x + (a+b)y = 2(a2— 89) ; qx — py = 8 — $; 


2.68. «sina + y sin 2a = sin 3a, 
x sin 2a + y sin 4a = = sin 4a (1 + 2cos a); 
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2.66. x cosa + y sin a = sin a cos a, 
— x sina + y cos a = cos? a — sin? 4 ; 


2.67. x + y = 2 + ctg? 2a, 2.68. stg + yctg = 2 cosec a, 
x cosa + y sin? a = 1; „ctg = — y tg > = 2ctg a; 


2.69. [1 — cos (a + b)]x + y sin (a + b) = a (1 — cos b), 
x sin (a + b) — [1 — cos (a +b)y = «sin b; 
—1 m m—2 n—1 m— 1 


== xCa- — = " 
IT Qt m n— l 


2.70. xC" + 


n 
: m — 
2.71. Să se elimine a din ecuaţiile 
| x cos a + y sin a = sin 2a, X sin a — y cos a = cos 2« 
2.72. Din sistemul 
x sin a — y cos a = 0, zcosa — y sin a = p cos 2a 

să se deducă o relaţie între x şi y independentă de a. 
2.73. SA se deducä din sistemul 

xcosa+ysina—1=9, x sin a — 4y cos a + 3 sin a cos a = 0 
o relaţie între x si y independentă de «. 
2.74. Să se elimine « din sistemul 


— xsin « cos « + (1 + cos? a) y = c sin a, 
(1 — cos a + sin? a)” — sin a (1 + cos a) y = «(1 + cos a) 
a +27 


Sá se rezolve sistemele 
2.75. 2x — 3y + 42 = 10, 9x — y + 22 — 7, Ax + 5y —62— — 8; 


2.76. ( + 2)(2y + 1) = (2% + Ty, (« — 2)(32 + 1) = (4 + 3)(8:—1) 
(y + De +2) = (Y T 9)6 + 1; 


2.7. xty+2= 3a, 2.78. x — ay + az = ai, 
ax + 2by + bz = (a + by, x — by + Bz = bi, 
bx + 2ay — az = a? — b°; x — cy + jg = ct; 
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2.79. x+y+z=a+b, 
(2a — b)x + (a — 2b)y + 2az = a? + b, 
ax + by + b(a + 2b)z = a? + b3; 


2,80. ax + by + cz =a +b +c, 
ax + By + cz = (a + b + cy, 
bcx + cay + abz = Q; 


2.81. x --y --z—a-- 5-4 c, 
ax + by + cz = ab + bc + ca, 
(b — o)x + (c — a)y + (a — 5) = 0; 


2,02. (a — b)x + ay — bz = a? — ab, 
ax + (a — b)y — (a + b)z = ab + b, 
bx — by — (a — bz = 3ab — a; 


2.83. 2ax — 3by + cz — 0, 
3ax — 6by + 5cz = 2abc, 
Sax — 4by + 2cz = 3abc ; 


2.84. (a — 3)x + (a + 2)y + (a+ 1) =a, 
(b — 3)x + (b + 2)y + (b+ 1)z = b, 
(c — 3)* + (c+ 2y + (c+ 12 =c; 


2.09. (1 +b +) — (1 + (y + 23) = —a +b +c, 
(1 +a cy — (1 + d)(%+ 2) =a — b +e, 
(1+ a+ 5e — (1 + 0O(x+y)=2a+b=c; 


2.86. Xi Er 2X, + 3%, eva 4x, = 4, 2.87. 2x, + Xo rt Xg me Ka = 2, 


Xa — %+%, = —3, X,— 2x, — 3%; + x,——0, 
A+ z — 9% = l, 3%, + Xa +2, + u, = 3, 
— 7% + 3x, + X4 = — 3; 4x, — 3x, — 2% + 2x,=-—23. 


2.88. Sá se rezolve sistemul 
2x + 3y + 22 = 0, 3x + 2y + z = 1—m, x + y +z — 2m +3. 
Valorile gásite pentru x, y si z se introduc ín ecuafia 
xt + yt + z = 0. . 
Pentru ce valori ale lui m ecuația admite o rădăcină egală cu 
dublul celeilalte? 
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2.89. Sá se efectueze urmätoarele operafii 
| 2 3 = ie 2 E 298 2 —3 
12 -3]t| 2-3 4) m d 
2.90. Sá se arate cá matricele 
y P Bi a | 2 PIE. 0 —3 
177 2 —3 , a — =] 9 |? $—|5 2 
sînt liniar dependente (adică există trei numere a, b si c nu toate nule, 


aşa fel ca aM, + bMa + cM, = 0). 
Să se calculeze produsele de matrice 


2 5 B —2 3]. 
291, 4=|, | -| 3 E 


2.92. | 1 1 1 1 1 


1 2 1-23]-3 3| 
3 —5 
= d 


2.93. Sá se determine numerele a,, az, bı, ba, aa, by astfel încît 


x 2 1 x a 5b 
2 x 3 a, X ba 
1 3 x da b x 
sa fie determinantul 
x2 + 4 5x + 2 4x +2 
3x +6 x? + 12 4x +6 
3x 4-3 5x +3 a + 6 


2.94. Din ridicarea la patrat a matricei 
cos a sina 
cos ß sin ß 
COS Y sin Y 


9 — Culegere de provieme de matematici superioare 17 


sa se deducä 


1 cos (B — a) cos (y — a) 
cos (a — B) 1 cos (y — B) 
cos (a — y) cos (f — y) 1 


=], 


2.95. Să se cerceteze care dintre matricele 
Loa e-L$ sb b A 
—1 op ? |-2 gl. "le | 
sint singulare. | 


2.96. Se dá matricea 
3 —1 0 
M - —2 1 1 | 
2 —1 4 


se cere sa se calculeze: 1° matricea transpusä, 2° matricea reciprocä, 
3° matricea inversä. 


M, = 


a 


2.97. Sá se afle rangul matricelor 


1 2 —3 6 —5 8 4 
1912 —3 4|; 2? 9 7 5 2 
7 


2.98. Sá se rezolve ecuaţiile AX = B si YA = B, unde 
4 f 5 B P 2 
"La 3)? " (08 

2.99. Sá se rezolve matriceal sistemul 


x+2y+2=6, 2x —y —z —1, —*#+54+2=7. 
m fiind un parametru să se discute sistemele 


2.10. x—my=1, | 2.101. mx + y = 3m, 
mă — y=; (m — 1)x — 2my = 4; 

2.102. mx — 6y = 5m — 3, 2.103. mx + y = m, 

| 2x--(m—7)y- —7m-4-29 ; m(x --y) 2-1; 


4 
1 8 ‘ 
. 4 / 
G 


2,104. (m + 1)x — 2y = m, 2.105. (m + 1)x + y =m, 
(m — 2) x + 3y = m—1; 3x + (m — 1)y = 2. 
2.106. Sa se discute sistemul 
x + y sin « = sin 2e, xsina-+y= cosa. 
2.107. Sá se discute sistemul 
m(x — y) — n(x + y) = 3, m(x + 2y — 3) + n(2y — x) = 3 
in raport cu pozifia punctului P(m, n) in planul Omn. 
2.108. Să se găsească condiţiile pentru care sistemul 
mă + ny =3, nx + 4my = 2(m + n) 
este nedeterminat. 
Să se discute sistemele 
2.109. m + 1)x 4- y --z 2 m 4-1, x+ (m+ Dy + 2 =m 4-8, 
x+y + (m+ 1)jz = — 2(m + 2); i 
2.110. mx+y+z=s, stmy+z=m, 
S+tytm=1; 
2.111. (m + 1)x 4- y --z— 1, xs+m+1ly+z=m, 
x + y + (m+ 1)z =0m*; . 
2.112. 2x + my + 4z = — 2, x + 2y —mz= — 3 — m, 
i x + 2my — z = — 2(m + 1); 
2.113. x + y + z = 2, 2x + y — 2z = —5, ++ 2y — z = —1, 
4x + y — 8z = m, 3x + 5y —z =n; 
2.114. x+ y-+2z=9, ax+ by — cz = —5, 
2x — 3y + 2=4, i 3ax — 5by + 2cz = 21; 
— ax + y + cz = 9; 
9x + 2y + 2 — 1M. 
2.115. Sá se discute sistemul 
«x + «y +z =g, Br + ay + 82— B, x --y -- 8z— 1. 
Să se interpreteze grafic discuția «, ß fiind coordonatele unui 
punct din plan. 


e 
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2.116. Sá se discute sistemul 
mid y+i=a, «“x+my+ z=), 
ytme+t=ce, + z+mi=d. 


Să se determine valorile lui m pentru care sistemele următoare sint 
compatibile 


8x — 2y = 4, l | 2% + By = 4, 
5x — 4y =m; mx + y=m+l1; 


2.119. (m+3)x— 4y=-—11 
2x + my = — 2 + 3m 
3x — 12y = — 27 — m. 


Sá se arate cá urmátoarele sisteme sint compatibile 
2,120. «+ y sin a = sin 2a 2.121. xcosb — y sin b = cos 2b 
x sin a + y = cosa Wüx tÈ xsina + y cosa = sin (a + b) 
xsin2a + y cosa — 1; X cos 4 + y sin a = cos (a — b). 
Sá se determine a si b astfel ca sistemele 
2.122. ax — by = 1, (a + 1)x — 2by 22,x — ay = 3, 2ax + by = 5; 
2.123. ax +y+2+1=0, x t by Ez 120, 2x E y4242=0, 
X--y4-a2-4-120, bx +y+242=0, 
sá fie compatibile. 


Să se arate cá sistemele următoare admit soluţii diferite de zero; 
să se dea soluţiile 


2.124. x —3y — z — 0, 2.125. 3x — y+ 2=0, 
x+4y—3z=0, . 24+ y 4-22 — 0, 
2x + y—4:=0; | £4—2y — 2—0; 


2.126. 2x — y — z — 0, 
x—2y+ 22 0, 
x+ y—22 —0. 
Pentru ce valori ale m sistemele urmátoare admit si solufii diferite 
de zero 


* 
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23.127. x —2y —z = 0, 2.128. x + 2y — mz = 0, 
mă — y+2=0, l — 2x + my — 2=0, 
(m—lxtyt(m—1)z=0; mx— y — 22 —0; 

2.129. 2x — y + mz — 0, 
x+2y— 2=0, 
8x + 4y + (m + 2) = 0. 

Să se rezolve sistemele 
2.130. ax + (1 — a)y + dz = 0, 2131. x +-y+ 2=0, 


bx + (1 — by + dz — 0, ax + by + cz — 0, 
cx + (1 — c)y + dz — 0, (b--c)x + (c+a)y + 
-y+ 2=1; + (a + b)z=0; 


azb=e. 


2.132. gn 


=0 
a — 

PE ——2 = día — E — ay: 
ds (a — b)(b — c)(c — a); 
2.433. «+ y+ z— mi -—0, 2.134. 2x — y + 5z + 74 = 0, 
8x — y dr mz p 46 — 0, 2x — y + 22 — 2u = 0, 
4x + 32 + mt = 0, 2x —y + 2—5u4=0, 


mx — 2y +z + 6 =0; 
2.135. (a — b)x + (b + c)y + (c + ajz = 0, 
(b — c)x + (c + ajy + (a + b)z = 0, 
(c.— a)x + (a + dy + (b + ¢)2 — 0, 
xà + By? — 2 = 3; 
2.136. an 2.137. ya, 


x + by + bz + (b — m)t =0, x + ay + bz + ct = 0, 
x+ ey + me). x + æy + be + c*E—0, 
x + dy + dz + (d — m) =0; x + ay + bz + ct —0; 


2,138. 2x + 3y — 4z — 3t = 0,. x—2y+ 32 — 21 =0. 
2.139. Sá se determine p aga fel ca sistemul 


(a — px + b(y +2) + eu = 0, (a — py + (x + u) + cz — 0, 
(a — o) + b(x + u) + cy = 0, (a — p)u + b(y + 2) + ex = 0, 
sá admitä si solufii ne identic nule. 
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2.140. SÁ se rezolve sistemele 


— (n — 2), + ta + EN + 4n-1 + %, 0, 
41 — (n — 2% +... + x + x, = 0, 


Hy Xa + e... — (»—2)»»1-4- x, = 0, 
At Hb. nmi — (n — 2), =n — 1; 


2441. ut st st. tat = 
Hy tH 22a + st... Hini t = 
Hy Xs +28 +... fait = 


AH Xz + st... F Xn + 2x, = 1. 


3. NUMERE. EGALITÁTI. INEGALITATI. EXPRESII. 
ECUAȚII. MULȚIMI 


3.1. Sá se arate cá Y2 este un număr irațional. Sá se dea alte 
cîteva exemple de numere iraționale. 


3.2. Să se determine numerele rationale x si y astfel ca 


(V2 — 3)x + 2(2 + V2) y — 5. 
3.3. Sá se arate cá dacá a, b, c sint trei numere rafionale pozitive 


si Va = V5 + Ve atunci Ja, Vb, Ve sînt proporţionale cu numere 
raționale. 


3.4. Să se arate că 
3 _vV3 Ly = 3[— 
r V3 y2 Y2. 2° V5 + 2 —Vy5—2 
2-43 24+ 3 
reprezintá, fiecare, un numár natural. 


3.5. Sá se arate cá 
A E 3 ——. 
V3x—1+44%V8e—3 + V3 —1— syss 3 = 1 s>% 
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3.6. Sä se afle valorile reale ale lui x pentru care 


E ceo y 2 - ez =2 a > 0. 
. 4a a i 


3.7. a fiind un numár natural dat, care este cel mai mare numär 
intreg dat de 


Ver + Vo + VI Ba 3. 
3.8. Sá se dea condiţiile necesare si suficiente ca expresiile 
1? arto ge A+B+C, 
cz + d 413? + Bix + C, 
să fie independente de x. Să se enunfe o teoremă generală. 
. 9.9. a, b, c, d fiind numere rationale si x un număr irațional, in 


ax +b 


ce condiţie este un număr rațional? 


3.10. Sá se studieze posibilitatea de existență a egalitäfilor 


1° Vn — Va — 1 = Vm —Nm —i, 2° (V2 — 1" 2 Vm — Vm — 1 
in care m si n sînt numere naturale. 
ax? + by? + cz? 
ab(x — y)? + be (y — zy + ca(z — xy 
este constantá pentru toate valorile lui x, y si z care anuleazá ax + 
+ by + cz. 
9.12. Să se arate cá oricare ar fi numerele pozitive x, y, z avem 
1° f+ > xy; 2° P+ P+ 2D xy + yz + am l 
3.13. 1° Să se verifice identitatea lui Lagrange 


Da Du = (Das) + Y^ (abi aj. 


i=l 1<i<k<n 


3.11. Sá se arate cá expresia E = 


. Sá se deducá apoi cá 
1 


TEETE [ara > 


Cy 


unde c; > 0, avem egalitate numai dacă c, = c4 = ... = Cp 
2? Avem 


(a a cay mn(adta ... +a). 
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3.14. Sá se arate cá oricare ar fi numerele pozitive a si b, existä 
inegalitatea 
a+b < a E b | 
ita+b 04a /— 14b 


3.15. Să se arate cá dacă x, ..., x, > O atunci m 


En Za Xn n 
Sa VEEE A E Mu : 
o a eee + Xp xı + PET n=l 


3.16. Să se descompună în factori expresia 
x(y? + 22) + y(z2 + 29) + 2(22 + y?) + 3xyz 
şi apoi să se arate că dacă numerele x, y, z sînt pozitive atunci 
(x + y + 2)(xy + yz + zx) > 9xyz. 
3.17. Să presupunem că 


a a 
2>%>.,>%, 5>0, b,>0,...,0,>0; 
b, ba bn 
să se arate că atunci 
a n m4 b... bas. An, 
b brp beac tby by 


In particular, dacă b, = b, = ... = b, avem 
rr Sa Bate. > Ga aA>a>...>a, 


n 


adică: media aritmetică a n numere este cuprinsă între cel mai mare 
si cel mai mic dintre aceste numere. 


3.18. Dacă Xi, Kos oes Hy sînt numere nenegative si d,, ..., p, alte 
n numere pozitive, să se arate că 
1 


Pia + Daka + ... + Pan > = fs Bs [etate p 
Pı H Pat e thn Ay. vis Xp 


Caz particular : să se arate cá media aritmetică a n numere nenegative 
este cel pufin egalá cu media lor geometricá. Existá egalitate numai 
dacá numerele sint toate egale. 
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Sä se scrie sub formä simplä expresiile 


Ix — 1| + lrl+x7, 


3.19. E, = Sui = de n 1 


3.20. E, = Vx? + 22 +1 + 2x +1 — Ve — Qe +1; 


„21. E aa E LEE 
ale Es VI - Ox — dp ' 


| 3.22. iai Vio Ve = I+ Vx —2Nx — 1. 


3.23. Sá se calculeze expresia 


= TVR 
pentru 
pirates _ —4a + 2 
a? +2 J a+ 2 


9.24. Să se arate cá oricare ar fi x, y & R si x #y, xy #0, avem 


y y? Ve = E; ys yy: YA] 1 
ay rer = 
Să se rezolve ecuaţiile 


3.25. 2x + |x — 1| = 2; 
3.26. |x — 2| + Ix + 1| = Ix +21; 
| 8.27. x+ |x — 1] + |I —3| = 2; 
3.28. |x — 1| + |x — 2| + Ix — 3] = |x — 6]. 


3.29. Sa se discute ecuația |x — 1| + |x — 8| =m, m e R. 


Sá se rezolve ecuafiile 

3.30. 2x? + |x| =1; | 3.31. [x(x —1|] =x— 1; 
3.32. x|x + 1| = 2x — 2]1 — x| + 6; 

3.33. x3 + |x + 3| + [8 — x| = 45|x| + 6. 


SÁ se rezolve sistemele 


$34. |x| +2yl=3, st y-—2; 
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3.35. |x —-11+y-5l=l y-—]|]x—1]=5; 
3.36. x —1|+1=2y,  |x] =1-— y?; 
3.97. 2x +y 2-1, |x—y| 2| + y — 11 — 3. 
3.38. Sá se rezolve inegalitatea 
(x + 1)(% + 4)(x* + 6x) < 0. 
3.39. Sá se rezolve sistemul 
() ==" «0, (2) 2—x—3 0. 


—x 


3.40. Pentru ce valori reale ale lui m avem 
(2m — 1) — 2(m — 2)x +m <0 
ori care ar fi x real. 
3.41. Să se discute ecuaţia 
m(m — 122 — 2m(m + a + m+1=0. 
Să se determine m astfel ca rădăcinile x, şi x, ale ecuaţiei să satisfacă 


3.42. x, Şi x, fiind rădăcinile ecuaţiei 
2x* — 3 (m + 1) x + m? — 0 
Să se determine m astfel ca să avem 


2(x1-4- x2) — 4,8 (x + x3) + 9,9 (x, + x) — 4,8 > 0. 
3.43. Dacă x, este rădăcina cea mai mare a ecuaţiei 
x? — mx + 2m — 5-0 
să se afle condiţia pentru a avea x,x, = 2x, — x,. 
Să se afle mulțimea valorilor lui x care satisfac inegalitäfile 


3.44. |x —2| <3; 3.45. |x + 2] — |x| > 1; 
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1 
I#+11l 


3.48. V2z —1> — a; 3.49. Vl—#?< #—1; 


350. V5 — 4x - x4; 351. Vx -24- Vx — 3< NAx — 3. 


3.46. +41]; 


rari cae 3.47. |3—x—2|2 


X —2 


Să se rezolve si discute inegalitäfile 
3.52. ax — 4) < x — 64 +2; 3.53 m(mx —1) < 4x — 1. 
3.54. Sa se afle relatia dintre mulfimile A = {0,3,6} si 
B = (—2,0,2,3,5,6). 
3.55. Sá se efectueze operaţiile {— 3,1,2} U {2,0} U {—2,—1,3}. 
3.36. Să se găsească relația dintre mulțimile 

A = {1,2,3,5}, B = (3,4,5,6), C = {3,5}. 


3.57. Fie mulțimile A = (— 4, — 2, 0,3,4}, B = {— 3, — 1,0,2,3,4}, 
` € = (4, —4,0,1, —1, —2}. Să se efectueze operaţiile: 1°(4 U B) NC; 
2° H n d UB; 3°(ANB)NC; 4° (AUCIN(BUC); 5° (AUB)N 
N (4 — C). 


3.58. Să se determine mulțimile A si B ştiind cá 

a) A U B= {1,2,3,4,5}, b) ANB = {3,4,5}, 1EA — B, 2d:B—A. 
3.59. Sá se afle mulfimile X siY care satisfac conditiile 

1° X U Y = [1,2,3,4,5,6,7,8,93 2°X QY = {469} 

3° X U {3,4,5} = {1,3,4,5,6,8,9}, 4° Y U {2,4,8} = {2,4,5,6,7,8,9}. 


3.60. Se dă mulțimea A = {a,b,c,d,e,f} şi submulfimile A, = {a,c,d} 
_ $i Aa = (bof). Sá se calculeze 1? C{A, N As}, 2° C{A, U Ag). 


CALCUL DIFERENTIAL 


. 4. SIRURI 


Sá se scrie termenii generali ai sirurilor 


1 1 
4.1. 1, o , 3 3 999 > ' 4.2. 1, —2, 3, —4, oes > 
1 1 1 1 1 
4.3. 1,— 7: 3° Dr, 3 4A. 1.3’ 3.5’ TI 
1 1 3 5 7 
4.5. E a os . .. ; 4.6. Ty 707, 077, ee oe 
1-2-3 2-3-4 1-2 3.22 5.25 


Sä se scrie sirul in care termenii generali sint 


41. Un = 2n = 1 pe 4.8. Uy = (—1)7!; 
49. w, = —L—; | E TE a nt RA 
n(n + 1) (n — Dr + 1) 


4.11. O progresie aritmeticá are primul termen a, = 2. Sá se afle 
rafia 7 in urmátoarele cazuri: 


1? suma este s — 198 si ultimul termen a, — 42; 
2? citul dintre a, si a, este 3; 
3? diferenfa patratelor dintre a, si a, este 225. 
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412. Sä se determine patru numere in progresie aritmeticä stiind 
cä suma tuturor produselor termenilor doi cite doi este a, iar suma 
produselor cite trei este 6. Caz particular a = 86 si b = 176. 


4.13, Să se determine progresia aritmetică în care a, = 2, @ + 
+ 4s -2 = 52 şi dg + 44 + oe Gon = 208. 


4.14. Sá se determine progresia aritmetică astfel ca scázind din suma 
termenilor succesiv rafia, numärul termenilor, suma dintre ultimul 


w 


termen, rafie si numárul termenilor sá se obfinä respectiv 74,70 
si 47. 


4.15. Sá se determine progresia aritmeticá cu 6 termeni aga fel ca 
a+ a2 + a + a; = 4,474 = slg. 
4.16. Íntre 20 si 108 sá se insereze 10 medii aritmetice. 


4.17. Să se arate cá dacă într-un sir finit, suma a doi termeni egali 
depärtafi de extremi este constantă, atunci șirul are termenii in pro- 
g esie aritmetică. 


4.18. Să se arate că dacă x,y,z,/ sint patru numere în progresie 
aritmetică atunci l 


X3 + B — y8 — 8 = 3(x — y) (xy — zt). 
4.19. Pentru ce n avem 1+3+5-+...+(2r +1) = 121? 


4.20. Sá se calculeze suma fp Apk =. 


4.21. Se dau progresiile aritmetice 
1, 5, 9, 13,..., 4, 15, 26, 37, ... 


sá se gäseascä termenii comuni ai acestor progresii si sá se arate ca 
acesti termeni comuni formeazá o nouá progresie. 


4.22. Sá se demonstreze prin inducfie completá cá 
¡A +n = >n (1+1); AA n= 
=i (n + 1)(2» + 1); 
2 +2+..+n"=(1+2+...-+n). 
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4.23. Se considera tabloul | 


1 23. 

2 34. n-+1 
3 4 5 n-+2 
n "4-1 


1° Care este ultimul element din tablou ? 
2° Sä se calculeze suma numerilor de pe fiecare linie ; 


3° Care este suma tuturor numerelor tabloului? 


4° Sá se calculeze suma numerelor de pe diagonala patratului de 
la stinga la dreapta si apoi suma numerelor situate pe drepte paralele 
cu această diagonală situate sub ea, fie aceste sume 7i, Ia, ..., 1,; 


5” Sá se calculeze apoi I, + Ia ... + Ip 


424. Sá se determine progresia geometricä in care ^s — a, = 16, 
4g — Ga = 144. Să se calculeze apoi suma a, +@ + ... + 439. 


4.95. Intr-o progresie aritmeticá cu 4 termeni, primul, al doilea si al 
patrulea sint in progresie geometricá, iar produsul dintre primul termen 
si al treilea al progresiei aritmetice este egal cu cubul primului termen. 
Să se determine cele două progresii. 


4.26. Intre 7 si 448 sá se insereze 5 medii geometrice. 
4.27. Dacá, a,b,c sint pentru numere in progresie geometricá atunci 
(a? — bc)? (b — c)® + (b2 —cap (c — ay + (8 — ab)? (a — 05 = 0. 
4.28. Sá se verifice identitatea Va Ya... "Va = Vat". 
4.29. Sá se calculeze suma 

Va , Van | Var: Y ai-2m 

vec: y . == 

Vb — yn-* zi Vo ee Voia 


, 4.30. Fie a, aa, ..., An, n numere în progresie geometrică de rafie g 
şi 


Eee! 


4,0 (ada G5—105 Anant. 


In) = 
Sa se arate cá 


gf») = (g^ + 1) fin — 1) — fin — 2). 
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4.31. Să se afle a ordinară care dă naștere numărului zecimal 
periodic 0,5454 . 


4.32. Sá se afle pentru ce valori reale ale lui x si y numerele 

u= @ P+ y v= 8+ 8+ 58 w= at+ A+ y, (a real) 
sint in progresie geometricä. 

4.33. Se da sirul 

a+ b, ap + bg, ap? + bg, af? + dee, apt + bg... 

sä se determine numerele x si y astfel ca fiecare termen al sirului sa 
fie obținut ca suma dintre termenul precedent lui înmulțit cu x si 
cel anteprecedent înmulțit cu y, 

4.94. Primii termeni ai unui sir sînt 1, 7 şi 19, iar termenul general u, 
este o functie intreagá si de gradul al doilea in n. Sá se afle sirul si sá 
se arate cá suma primilor » termeni ai lui este egală cu ns. 


4.35. Să se calculeze suma primilor termeni ai şirului 


(a +2)> (e+ =), aa (e + x] 


4.36. SÁ se cerceteze care dintre sirurile urmátoare, date prin ter- 
menul lor general, sînt mărginite si care sint nemärginite 


1° 271, 9» a; 30 sin(2n + 1); 4° a^; 5° — 
n 


4.37. Să se arate că şirul =, = = 


asians , ... are limita 1. 
3 4 4-1 


29 + 1 


4.38. Sá se arate cá şirul cu termenul general 4, = are ca limita 


pe 1. 

(n + 1)? 
n(n + 2) N 
se arate că şirul este strict descrescător si mărginit. Sá se afle lim a,. 


n— 0 


4.39. Se dá sirul de termen general a, = . Se cere: 1° sá 


2° Sá se afle lim b, unde b, = a, . 42... Ay. 


4.40. Se cere natura sirului de termen general 
A AP 
(1+2(1+23...(1 + 25) 


Un = 


Sá se afle lim »,. 


n- 00 
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Se cer limitele sirurilor de termeni generali 


4.41, — oo: 442, ——; 449, 252. 
n(n — 1) n+l n(n + 1) 
n+ 1 Bi 
AA 5 4.45.5 =; 4.46, zn 
"n—1 Yn nd 
AAT. VnFi—yn; 448. n, $ 440. (IO — 1); 
E 2n? — 3n 4- 1l, ” 1 : 
4.50. ce 4.51. mum 4,52. m (I+2+...+n); 
n"+3n +5, l d EN 
4.58. Pre et LIE O 
T S. REP EN ee a 
“n » E(k + 1) 4.56. u, LT 
n—1 
AED 458. u, =~, a> 0. 
kel n? n! 
Să se arate cá 
: 4 8 4n . 
4.59, im (ftt > 
. 1,3 253 — 25 — 1 . 
460. tim (tt +S ]= 05 


4.61. Sá se arate că lim Vn = 1. 


4.62. S& se afle lim P,=(1 - ift 3) n (1-23) 


Lm d] n 


1 x : 
. Să se calculeze s, si 


: 1 1 
4.63. Fie echt weet 


n(n + 2) 
apoi lim s,. 
464, Fie E = SS) p _ 24. Cn) Să se arate - 
2.4.6... (2n) 8.5... (2n + 1) 


că lim E,F, — 0 şi că E, <F, < 2 En41- 
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" av? —V2 
4.65. Sä se arate ca sirul V2, y2 — v2 2e, see este conver- 
gent. 
Se cere natura sirurilor cu termenii generali 
= — ..- . . Pr 1 
a AAA dT d es BI Se dada 
Vn®+1 n3 
2 2 2 
4.68. a, A en VAT 
n? 3 


4.69. br = 1-42 — a 
4.70. Se cere natura sirului de termen general 
1 1 2 n 
a, = [(1 +=] + [n +=] Ag +1 +2) I 


4.71. Termenul general al unui sir este 
a, = (1 z (1 7) " (1 +2); 
n n n 


. a 4 . e 
1° limt = —. 2° Se cere natura șirului. 
nao a e 
n 


să se arate că 


. . . . anl Tr 2pn-1 
4.72. Se cere limita sirului a, = ————————-, ab > 0. 
artl+ 2pn1 


4.73. Sá se arate cá sirul de termen general 


cu a, = 0, este monoton si convergent. 
4.74. Sá se calculeze produsul 
—9,—22,— 3" — 
Y, = la ai ya ... Var” 
a 
şi apoi sá se afle limita sa cînd n — oo. EM 
4.75. Se pune u, = V6, ua = VOF $4,..., Uy = 76+ uni.. 
Sá se arate cá pentru n = co, 4, tinde către o limită care verifică 


o ecuaţie de gradul al treilea. Sá se calculeze aceasta limita cu douá 
zecimale exacte. | l 
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. 4.76. Să se calctileze produsul P, = cos i cos” +» . COS > . Sá se 
afle apoi lim P,. 


n=» 00 


4.17. Sá se afle lim A ne +V2+y3 , nu- 
märul radicalilor fiind n. 


4.49. Sa se arate că dacă u, = ty_1 + Un-2 atunci un = ua + 
+ 2u)_2 — Uns (şirul lui Fibonacci). 


4.19. Fie 0441 = 39, — 20-1 ṣi vo = 2, v, = 3. Să se arate cá v, = 
= 2" +1. 


4.80. Fie y, = 1, y, = cos a si y, = 2y, , cos a — Yn-2. SA se cal- 
culeze y;, Ya, Ya Şi apoi y,. Problemă analoagă pentru x, = 0, x, = 
= sin a si x, = 2%,_1 COS a — Xu. 


4.81. În şirul (x,) unde x, =a, x, = b gx, = E (%-1 + X42) cu 
k > 2. Să se calculeze x, in funcție de a si b. 


(—1)5 — 6-2  , _ 3+(—1)" + 6.22841 
4.82. Fie uz, = Și Mant = az 
sa se arate ca 
Dup + Uprı + 28542 + 1545 = O. 
4.03. Se dá 4, = 45-1-+34n-1. Să se calculeze u, în funcție de u. 
4.04. Sá se calculeze E= Md — 2)? — 2}? — 2}? — 2... ope- 
rațiile repetindu-se de n — 1 ori 


5. FUNCȚII. DOMENII DE EXISTENȚĂ, FUNCȚII PARE 
ȘI IMPARE. FUNCȚII INVERSE. GRAFICE DE FUNCȚII 
ELEMENTARE 


9.1. Se dă funcţia f(x) = 22° + 5x? + x — 3 să se calculeze 1° f(2), 
HO), 1-3, 2° Ka), fü—2) (7). 


A re Daca. fl) = 2x! — 39x — 5 să se arate cá f(—2) — 3 f(1) = 
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5.3. Fie f(x) = arccos(lg x), să se calculeze fl), f) şi (10). 


Sr atunci f(—x) = f(x). 
5.5. Dacă g(x) = 45 + 33 — 2x atunci g(—x) = — g(x). 


5.6. Dacă q (x) = 22 + ax — a? atunci p (a) + 9 (— a) = 0. 


9.4. Dacá f(x) — 


5.7. Fie f(x) = * = > să se arate că f(x) f(—x) = 1. 
5.8. Dacă g(x) = (x = ze - sl = 5) atunci f(x) - — [i 


5.9. Fie f(x): = Ve" — 4 si g(x) = Va? + 4 să se calculeze 
f(a+ =) + efe- 2) 
5.10. Se dä f(x) = — si g(x) == } pentru ca x avem 
fle(2)] = e [/()]. 
5.11. Fie f(x) = x +- si g(x) = x — =, si se arate cä 
F(x?) I) = P) + el). 


5.12. Fie P(x) = (ax + b}, Q(x) = (x — cf, R(x) = ax?+bx-+e. 
Sá se arate cá Q [R i )] = *P(x). 


5.13. Dacă P(x)= — si Q(x)= > a. = atunci P[Q(x)] QLP()]——1. 


5.14. Fie P(x) gen să se calculeze P[P(x)] Plr[2)} 
+ ax x 


5.15. Se dă f(x) = x? si g(x) = 2* să se calculeze f [e(2)] şi g[f(x)]. 
5.16. Fie A(x) =1: (1 — x) să se calculeze f[f(x)] si FU YD. 
5.17. Fie f(x) = 1 — x si q(x) = cos“ x, sá se formeze /[p(x)]. 
5.18. Fie f(x) = x" si o(x) = x? sá se calculeze f[g(x)]. - 


: 5.19. Punind s = i, sá se scrie funcţiile următoare 


sin «(sin x + cos x) 1 
— x —___ daci = — 
fi Gp TUM A os x” > Sal = 8cos x + 3 sin? x "us cos? x + sin x 


în raport cu argumentul t. 
9.20. Sá se arate „că fiecare din funcțiile 
f(x) = ax, f(x) = sin ax, f(x) = shax 
verifică egalitatea funcțională | 
fle) fly — 2) +O fa — 2) + f) fle — y) = 0. | 
5.21. Fie f(x) = ig + e-*), g(x) = > (e€ — e7”). Să se arate cá 
1° f(22) =P lx) + (x); 2° f(x) — ex) = 1; 
9 (x + y) = e(x) fy) + f(x) e). 

5.22. Se dau funcțiile ff x) = sin x, g(x) = cos x să se calculeze 

f(a + 5 — c), g(a — b + = sä se deducä f(x) si g(3x). 


3.23. Se da f(x) = pi să se formeze e ET 2) —f(x). Concluzie. | 


9.24. Sá se afle f(x) ştiind că f(x — 1) = 2x* — 5x +3. 
5.25. Sá se calculeze f(x + 1) atunci cînd f(x — 1) = 2x? — 3x +1. 
5.26. Sá se afle funcția f(x) = ax? + bx + c astfel ca 

fü) = — 1, f(—2) = 2, f(3) = 


5.27. Sá se determine a, b, c astfel ca f(x) = ax? + bx + c să satis- 
facă f(a) = as, f(b) — a tthe, fe) = e. 


5.28. Să se determine a, b, c aşa fel ca funcția f(x) = ax? + bx +c 
sa satisfacä egalitatea a f(x) +0bf(x+ 1) =cf (x + 2). 


- 5.29. Fie f(x) = Am + Bx+C, notăm cu 


b ume ee | | 111 
Yee) a b c |, V(a,b,c)=|ja b cl 
m If(a) f(b) Ac): a câ 


Sä se afle Eu tU (fia, b,c)] : Vía, b, c). 
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5.30. Fie 91, Ya Ya, Ya valorile funcţiei 


__ 8x4- b 
cx + d? 


ad — bc + 0 


că 


Ya — JA TY. 
Ys — Ya » — Ir 


AA, 


care corespund pentru valorile x,, Xa, %3, x, ale variabilei x; sá se arate 


A, — % 


mn" — a X4 — Xs 


* 


* 


SÁ se găsească domeniul maxim de existență precum şi domeniul 
valorilor pentru următoarele funcții 


5.31. f(x) = 222 — 


8x +1; 


5.33. falx) = sin x; 


5.32. f(x) 
5.34. f(x) = 


= yx; 


VI = ză. 


Să se afle domeniile maxime de existență ale funcţiilor 


5.35. f(x) = 


5.37. k(x) = 


3.39. f(x) = 


RETE : 

—8x43' 
2a+xr—2, 
S8 ! 
21? — 4x 

| #-+1 [+] %—3] —2 ' 


5.41. y = V2 F 3x + 3x; 


5.43. f(x) 
5.45. f(x) 
5.47. k(x) 


5.49. f(x) = 
5.51. f(x) = 


5.53. (x) = 


5.55. f(x) = 


= Vx — 2; 

= V2 — 3x + l; 
= yx — I — yl=x; 
V2 — x 4- Vx—i; 


Yx42. 
x 


Va —7|x| +2; 


vV2—x—yx—2. 
x—2 í 


5.36. g(x) = 


5.38. U(x) = PI 


5.40. g(x) = 


5.44. g(x) 
5.46. g(x) 
5.48. 1(x) 
5.50. f(z) = 


552. g g(x) = 


5.54. U(x) 


2% — 3 
2x3 +32 — 5! 


542, 2— VII; 
=Y—x; 
= Y—22 + 7x— 1; 


)- yI 9 + VEZI; 


Va? + |x| — 6; 


Va — 1} — (x + 1}; 


E 2—2. 
3x -2' 


5.56. f(x) — 


Va—1, 
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5.57. f(x) = — 7 


Verve 
5.59. f(x) = Vx —2yx—1; 
5.61. k(x) = ——; 
— y 
5.63. f(x) = y — 14x? + 45; 


+ 8 


5.65. k(x) = Vt ; 


5.58. g(x) = EE A 
l 1 
5.60. g(x) = y pc! 
5.62. f(x) Mac T 
— x — 


5.64. g(x) = y= et 


=" 


5m? + 2m +1 


5.66. f(n) = V EE 


Sá se determine valorile lui m pentru care functiile urmátoare existá 


oricare ar fi x 
5.67. f(x) = 
5.68. g(x) = 


Vin FD) — (m 
V(m? + m — 2) x — 2mx + 1 


+ 4)x—m+2; 


Sá se afle domeniile maxime de existenfa ale funcfiilor 


ar a1—523*-.-4 . — 4-6) (Cr? + 9x — 26). 
5.69. f(x) — V Du hc: 5.70. f(x) = y= Pn E 
5.71. = Vx(x + 2)(x — 3)(x — 4); 


5.72. nn 3) (x? — x — 20); 


5.73. f(x) = Vi LM EE TET 


= YOu! — 27:8 + 1738 + 3x — 2; 
= Y (2 — 5x + 3)(33 + 5x + 6); 


5.74. g(x) 
5.75. f(x) 


5.76. g(x) = V eh, 


w+ 54% +6 


5.77. f(x) = V LL 
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x8 — 57 +6 A 
—2x +3 


5.78. g(x) = V 


5.79. f(x) = V rer 


8x3 — x —4 


5.80. g(x) 
5.81. f(x) = 

x3 + 44 —5 
5.82. g(x) = vo a 


= Vx + 7x + 38 — x —4); 
Ve + 44 — 5 + V-#2+x+3; 


* 
* 


Sá se determine domeniile maxime de existență ale funcţiilor 


5.83. f(x) = ycos 2x ; 
5.85. g(x) = sin; 
ya 
sin x 
3.87. y= az 


1 


5.84. f(x) = pn 
5.86. h(x) = YE; 
5.88. y = V—2cos?x+3cosx+1; 


5.89. jx) = sins — 4 + esa 2; 


5.90. f(x) = Vtg?x — (V3 + 1) tgx + V3; 

5.91. f(x) = Vsin (cos x) ; 

5.92. f(x) = Vcos x — sin x--1; 0<x<2r; 

5.93. y = arc sin(x? + 3); 6.94. y = arc sin (222 + x); 


^ ER 
5.95. f(x) = arc sin 2 


597. y= arcsin —9* + 1: 
2x? --3x + 1 
5.9. y = arc sin V1 — xi; 


5.101. f = arc sin (xy) ; 
5.103. f(x) = In(3x — 2); 


3.96. g(x) = arc sin ae = ; 
X — 


5.98. f= ctg xx + arc cos 2*; 


5x 5 
9.100. y = arc cos rr rere 
5.102. g(x) 
5.104. g(x) 


= arc sin (tg x); 
= In(|*| — 2); 
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5.105. y = log (Yx — 3+ 2); 
= log (Vx — Coe x); 


5.107. f(x) 
5.108. g(x) = log, logs log, x 


5.109. y = — 


5.106. z = log (Vx — 3-2); 


En 
5410. f(x) = Vise 
E k 


5.112. y = log (2 cos x — V3); 


log(3? — 1) ! 
5.111. y = Ig[lg(3 — x) — 1]; 
u In (22 — 9) . 
5.113. p(x) = y == — 7x + 10 , 
5.114. y = log [log(x? — 5x + 16) — 1]; 


5.115. f(x) 
5.117. f(x) = log — 


= lg = — "i ; 


E 24 


5.118. g(x) = Vx tc Em 
5.119. y = Dome + A, 
x—1 
Vx 5 


5.121. f(x) — 


5.125, f(x) = x"; 


5.127. f(x) = oi, 
5.129. y = xV” ; 
5.131. f(x) = V2 — 27*; 
5.133. f(x) = 
5.134. fx) = 


llgr — 11 +1gx — 3 ' 
9.123. y = arc sin lg (2x — 9); 


5.132. f(x) = 


(2a? — 5x + 3)-20+5-3; 
(2x? — 5x + 3f 2e: 


5.116. g(x) = Ig(1 — tg x); 


— Vx +5; 


lg(2x — 3); 


Viza. 
5.120. e TIUS a 


5.122. g(x) = rer 2, 


5.124. z = Ig(tg x) + Ig (ctg i5 
5.126. g(x) = (x? — x)V? ; 
5.128. f = 5" tH, 

5.130. z = (—1)*: 

(4 — x2) Vi=2e : 


9.135. f(x) = arc sin(1 — x) + lg(lg x); 
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5.136. f(x) = — log (4 — x); 


5.137. g(x) =Vigtex; ` 5.138. h(x) = Vlog, sin x; a > 0; 
5.139. f(x) = arc sin (Is 5) ; 5.140. f(x) =10g (sin x — V14-2cos x): 


(X—4 i 
V—#+5x—6’ 


5.142. f(x) = log,(sin x — cos x) ; 


5.141. y = In(x, + 2x — 3) + 


„54143. f(x) = (22); 5.144. g(x) = (1 + 2)"; 


Să se compare în ceea ce priveşte domeniul de existență funcțiile 


5.145. f(x) = Va + 1); 5.146. g(x) = Vx Vx + 1, cînd 

f(x)=g(x)? 
(9-2, _*22. 

5.147. f(x) = Ea 5.148. g(x) 2 

5.149. f(x) = 1g(x — 2)(x—5); 5.150. g(x) = lg(x — 2) +18 (x—5) ; 

5.151. f(x) = 1n ==; 5.152. g(x) = In(3 — x?) — 

=. — In(2 — 23); 
5.153. f(x) — V ; 5.154. g(x) = (x? — I. 


5.155. Să se determine valorile reale ale parametrului m astfel ca 


funcțiile 
= VIII, g) = y 


x? --m 
sä aibá acelasi domeniu de definifie. 
5.156. Se cer valorile funcției f(x) = arc tg E — = — arc tg x 
— x 
in fiecare din intervalele (—oo, 1), (1, oo) arcele fiind in intervalul 


T T 
— —; —]. 
2 2 


4j 


VI+sinx— VI —sinz 
or 
cu tg > respectiv etg = după cum x aparține unor intervale sau 


5.157. Să se arate că funcţia y = 2 este egală 


altora. Să se dea aceste intervale precum şi graficul. 


* 
* * 


9.158. Recolta inifialä de griu g/ha este de 24 g si creste in fiecare 
an cu 1,5 g, sá se scrie funcfia de crestere a recoltei. 


9.159. Se stie cá pentru a obfine o tonä de fontä este nevoie de 
1,5 t de cărbune. Să se scrie o funcție care leagă această dependenţă. 
Se cere şi graficul. Generalizare. 


5.160. Pe laturile unui dreptunghi ABCD în care AB = 3 cm, 
BC = 5 cm se iau punctele P, Q, R, S aga fel ca AP = BQ = CR = 
= DS = x. Sá se exprime aria paralelogramului PORS în funcţie 
de x. Să se determine x aşa fel ca aria să fie minimă. 


5.161. Pe ipotenuza BC a unui triunghi dreptunghic se ia punctul 
P. Din P se duc perpendicularele PM și PN pe AC şi AB. Să se 
exprime aria dreptunghiului AMPN în funcţie de BP = x. Sá se 
determine astfel ca aria să fie minimă. 


5.162. Virful A al unui triunghi este variabil pe axa Ox, iar latura 
BC fixa şi paralelă cu aceiași axă, să se afle expresia funcţiei care dä 
aria triunghiului. 


5.163. Într-un triunghi A BC cu baza AC = b şi înălţimea BB’ = k . 
se înscrie dreptunghiul LMNP cu înălțimea PN = x(MN||AC si 
LP pe AC). Să se afle aria dreptunghiului în funcție de 5, h si x. 
Se cere domeniul de definiție al funcției. 


5.164. Într-un triunghi fie AB = 9 cm, AC = 12 cm si A= x. 
Să se exprime latura BC = a şi aria S a triunghiului în funcție de 
X. Pentru ce valoare a lui x avem a — 15. Sá se caracterizeze triun- 
ghiului. 

9.165. Laturile unui triunghi sint 2,4 si 2x. Sá se dea expresia 
ariei triunghiului în funcție de x. Care este domeniul de existență 
al acestei funcţii. 


5.166. Pe latura AB a unui patrat ABCD se construiește în afară 
un triunghi echilateral ABV. Din V se lasă o perpendiculară pe CD 
care taie AB în E şi pe CD în F. La distanţa x de AB se duce paralela, 
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MN la AB, care se limiteazä la contururile VAD si VBC (fig. 5.166, 
pag. 185). Sá se arate cá: 1° lungimea segmentuluiMN se poate 
exprima în funcție de x; 2° aria detaşată de MN (către V) din poli- 
gonul VADCB este o functie de x; 3° raza cercului circumscris triun- 
ghiului VMN este o functie de x. 


5.167. Se considerá volumul V cuprins intre douá sfere concentrice 
de raze x si x + 1. 1° Sá se calculeze V în funcție de x si fie V(x) 
această funcţie. 2° Sá se determine raza x astfel ca V(x) să fie t Tk, 
unde & este o constantă pozitivă. Sá se discute rezultatul in raport 
cu k. 


5.168. Să se exprime aria laterală, totală si volumul unei prisme 
drepte, exagonale regulate, în care muchia laterală este de trei ori 
cît latura bazei, luînd ca variabilă : 1° latura bazei, 2° apotema bazei, 
3° înălţimea prismei. 

5.169. Fie x înălțimea unui con de rotație înschis într-o sferă de 
rază 7, să se exprime volumul conului în funcție de r si x, la fel 
aria laterală. 


5.170. Se dau funcțiile f(x) = y-x si g(x) = In x, care din opera- 
füle f +g, f — 8, fe, f:g se pot face: . 
9.171. Se dau funcţiile 
x dacă x< —l 1. dacă x<0 
fe) =} —x dacă x» —l, e(z) = X dacă x>0. 


Să se formeze Ae s(x) = f(x) + g(x), p(x) = f(x) g(x), clx) = 
E. 


5.172. Se dau funcţiile f(x) = vor) si g(a) = a 


se cere sá se determine domeniile maxime pe care funcțiile f + g si 
f:g pot fi definite. 


, 


* 
* * 


5.173. Să se determine funcția f(x) care rezultă compunind func- 
file urmätoare in ordinea data 


1° flu) = sinu, u(x) = Vx; 2° fu) —1gw, u(v) = sinv, v(x) = 
= Y2x + 3. 
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5.174. Să se descompună în funcții elementare următoarele funcţii 
1° f(x) = Yx — 2; 2° f(x) = esrcteVs ; 3° f(x) = log sin e”. | 


a * 


5.175. Să se cerceteze care din funcţiile următoare sint pare si 
care nu sint pare, sau nici pare si nici impare 
1° f(x) = 233 — x; 2° f(x) = x —3cos x; 3° f(x) = x|x|; 
4° f(x) = sin x + cos x; 5° f(x) = x sin x + cos x; 


6° f(x) = log(x + VI F x3); 7° f(x) = =yl+x*—x-—yl—«*+2; 


8° f(x) = a +a; 9° f(x) = x* tds 
o tg x o sin? x o cos? x + cos x 
19 fa) = cosec x + ctg x? u Ax) = > 12 fx) = sin? x — tg x ` 


5.176. Să se arate că funcția 
(x + a(t +43)... (x + an) — (x — a) (x — aa)... (x — an) 
este funcție pară sau impară după cum n este număr impar sau par. 
5.177. Să se arate că funcțiile 
Fx) + 1-2); [o(x) — e(—2)]sin x 
sînt amindouä pare. 


* * 


Să se determine perioadele următoarelor funcții 


5.178. f(x) = A cos Ax + B sin Ax; 

5.179. f(x) = sin (ax + b); 

5.180. f(x) = sin 2% + tg x; 5.181. f(x) = [cos x|; 

5.182. f(x)—sin 20x-+cos 30%; 5.183. f(x) = tg 3x + ctg 2x; 


5.184. f(x) = costa; 5.185. f(x) = sin = (1 + cos 2x) ; 
5.186. f(x) = sin x?; - 5.187. f(x) = (1 + sin =) : 

; 3z 

: | 2 + cos E ) 
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Sá se determine intervalele în care funcţiile următoare sînt strict 
monotone 


5.188. f(x) = 2x "n 1; 9.189. f(x) = ax + b; 
5.190. f(x) =; 5.191. f(x) = ax* + bx + c; 
5.192. fo) = Ila! 5.193. f(x) = sin x + cos x,x 6 [0,2 x]. 
5.194. Sá se arate că funcţiile 
fle) =, e) - E 
sînt crescătoare pentru x € R, iar funcția h(x) = — este des- 


crescătoare in (—oo, 0) şi crescătoare in (0,00) 
* 
* * 


5.195. Sá se arate că funcțiile urmátoare admit inverse 
yi = -;ü 1 + y21 + 2%), %»=-2(1- VI + 22). 


5.196. Să se studieze pe ce intervale funcția y = ax? + bx + c 
admite inversá gi sá se gáseascá apoi funcfia inversá. 


. Sá se găsească funcţiile inverse ale funcţiilor 


5.197. f(x) = 2x — 3; 5.198. f(x) = ZÈ <i"; 


5.199. f(x) = = = T 5.200. y = 51n 


1— 34 


5.201. Se dä functia y = == Sá se scrie functia 
az 


z= tei în funcţie de y şi apoi y în funcţie de z; a>0 si x0 
ar — a 


Sá se reprezinte grafic urmátoarele funcfii elementare 
5.202. y — 2x 4-1; 5.203, y= |2x +1]; 5.204. y— — x 4- Va; 
9.205. y = x —2|x — 1|; 5.206. y = |x — 1] + |x — 2]; 
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7 
; 


5.207. |y x —1; 5208. y — [lx + 1j- 12-11]; 5.209. [y] = 
=1— |x|; 5210. y = |i + |x|| + | — [x]; 5.211. y— |1—x|— 
—|x—2|— |x —3|; 5.212. y= VAT dx FA + VP — Ex P+ 


+ VF — Cr PD; 5218, yo; 


Frize] pentru x Æ 1 
5.214. y — x1 
I pentru = —1; 


' x+3 dacă —3< x< —I 
.9.215. f(x) = 2 dacă —1 < x< 2 
—x +4 dacă 2<x<4; 


+1 dacă —1<x<0 


5.216. Ax) RE = 0 dacä x=0 ; 
791 dacă 0 < x < 2 


9.217. y = x? — 4x +3; 9.218. y = —2x* + x + 1; 
5.219. y = 247 — 3x +2; 9.220. y = x? — 2|x|; 
9.221. y = |x? — 3x + 2|; 9.222, y = —33— Ix — 1| +1; 

docs y 
5.223. f(x) = [e 2| dacă 0<xr<2 

x dacă x > 2; 
. 9.224. |y] = 33 — 2x — 3; 
5.225. y = (1 — x)|x +1]; 5.226. y = 1 a; 
x 


sin? x 


5.227. Y = A 5.228. y = > 
V 1 — 2212 Y sin? x 
Me F + z) 


5.229. y = sin x + |sin x|; 5.230. y = sin |x| + [sin x]. 
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5.231. S& se reprezinte in raport cu acelasi sistem de axe de coor- 


donate graficele functiilor 


y = sin x, 


Sä se reprezinte grafic 


1 


5.232. f(x) = e^; 


y = 3sin 2x. 


6. LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE 


SA se calculeze limitele 


6.1. lim (24? — 5x + 3); 6.9. lim (843 — x? + 4x +4); 
x2 2 
233 + 124x+6 . (x + a)?— a? 
6.3. im ——————— ; 6.4. lim —————— ; 
TE 62° + 7a24+ » 4-6 RR (x + a)*—at 
2 
= 2 i x _ 10% 
65. lim EN — 07046169 . gg tim So. 
201 a3 + ai x20 3% — 5% 
2x+ 1 3x—1 3% — 4 
67 sim $552 52-2. 6.8. lim + ar +3 
dH x22 42 — 1 2x — 1! "n al 2x2 — 9x + 2 , 
3x — 4 x 2x8 — 7x? + 8x — 3 
6.9 in e A x— x: 


x*—1 


1—2 + 2x3 — xa’ 
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6.10 ii 2W4+(a+b+c)x+ab+ac , 
m: 2=>—(b4c) 4? + (—a + b + c)» — ab — ac : 
6.11. lim CE — (« tem! 


„bc, a=0; 
x~0 (a — bx)? — (a — cx)? 


6.12. tim | > to]: 


zalx-—a x? — a? 


6.13. lim £—9 EA, gia, tim et. 


ab (x — a) — (b — ay i xa ar ta) ibas ? 


6.15. lim De — (a — D» . — gig. lim EZ, 
xa (x — 1? a — (a — 1x 3 . Rau a — b? — a? (x — d? 


6.17. lim EI, eig, tim 1-9. 
x1 (4? — 1)” zat (1 — an)? 

6.19. lim VÉ-8:+5-5. 620 lim zei 
1-2 «+2 12 3/Y3x — 2 — 2y2x +5 


6.21. tim Y7* — 35 2 V2 — 4. 699, lim Vetta (e+) 


13 Vai — 4x +3 0  Yx+1-1 


6.23 lim 95 + 8% + 272 — V5 — 3x + 212, 
nil virz- Viza 


6.24. lim Y2s*-rF3x-F-6 —y233 4 8 : 
122  V5x +6—Vx? + 5x +2 


6.25. lin £z zeVe+aYr ;a>0; 


e a — Y 2x? — az, 

6.26. lim 1- V2- y3- 8 
sl x—l 

6.27. lim —YsrYb-i-2 . 6.28. lim + Ya = 24 „a>0; 
^"! V2 Varti — V773 sue Viza 


6.29, lim Y4—2tYz-4. 


x4 y x — 16 z=) 


6.31. lim YI+rz+Yi+z- VI+z, 


3 
£0 X 


— Va 
cta AAA 9-5. 
23 Y3x— 5 + Y 41? — 3x + 22— 9 


REV 1 1 Ea 
im V1 Vi V1- yi. 
2-0 x(x — 1) B x 


6.35. lim Ye, 6.36. lim 


taa X-rà 


6.33 


Sá se afle limitele urmátoare 


6.37. lim VAT V E VÀ V-A, 6.39. tim V7 + Var—4, 
a1 


x3—1 24 
6.39. lim Vat 3Ya Vs — 3 Va Vx- Va. 
ae Ux - Ya 
6.40. lim Vz + Vas(Vx — Va) — Va | 
a Ya Ya 
641, im VE - Ve We») | 
sra as — 1)? - Ve Va — 1) 
6.42. lim es. m, n num. nat. 


x0 * 


6.43, lim V2—4Ver(Va + Vx) + ees + Ve 
sa Ya (Ya — 3x) + Ye (3 Ya — Vx) 


4 — Culegere de probleme de matematici superioare 


x+a 


zx— 4 


Laa V(x = ay + 8a? 


, 


6.30. lim (ESTEVE. 
ZI 
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6.44. im oe , P, n, numere nat. 


ia Vă — Ya 


Avînd în vedere cá a? F b8 = (a F b)(a? + ab + b?) să se ar limi- 
tele urmätoare: 


6.45. lim — * — ; 6.46. lim V +42, 
ET 2 x—2 
647, lim YH, 6.48. tim V5 9713 - VHS, 
ra VIZA c 12 22+2—6 
Zn 1 1 
6.49. im VE 38 — Y? 1. gg, jg (lt 029%. 
2 Vx? 5 — (x +1) x0 1 


1 
(12-35)? — (1 — 22)? 


| P RERO YER re Cy >= 
. — — 3.— 2 
6.51. im \/ Sera? Ve ys. 
= u Va = Vx 6) 


X 
vn uo Veta = a — V2x + a +a’ 


6.53. lim (TE + 3* (VTF + # + x)’ —(VI+ #— 2)", 


6.55. Sä se determine a, b, c asa fel ca limita 


lim Y + 2x + 2x* — (a + bx + ca?) 


x0 x8 
$4 fie finita. 
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Sá se calculeze limitele următoare 


d 56 die da Lal at 


x1 xbti— xP x +1 


A A a 
zl (x — 1) (3$ — 1)... (#2 — 1) 


6.58. Fie functia 
—x-+1 dază x <1 
f(x) =| 2x — 1 daca x > 1, 

să se afle lim f(x). 


z—1 
1 o 


6.59. Să se calculeze: 1° lim : 2 
22 (¥ — 2)8 22 (x — 2) 


6.60. Sá se calculeze lim — = 
za (x — m 


x? pentru Oz x « 1 
6.61. Fie functia f(x) = 3 pentru x = 1 
— 23? + 4 pentru 1 < x < 2, 


sä se cerceteze dacá lim f(x) existä. 
xl 


* 
* * 


Sá se calculeze limitele urmätoare 


6.69. lim 6 cos? *+7sinz—8, 6.63. lige 959. 
KIT x — 5sinz + 1’ x0 tg*x 
ET) 
. 1—t . 
6.64. lim ——5—- ; 6.65. lim 22% + te br, 
zl-—ctgx x20 tgla+b)x 
X 1 
1 — d i — si 
6.66. lim L— 9 **; 6.67. lim Sin 2% — sin Za , 
x-01— cos Bx’ xa tg x —tga 
. 1 — 2 Li . i 
6.68. lim 1-8 . 6.69. lim —*2% —. 
n 3Jx+xw i z 1 — V2sinx 
2 -7 "UT 
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6.70. lim 9995 — sina. 6.71. lim I, 


, 
m 1 2sintx poi + sin3z 
x — Y 2 cos? y — 1 ..  cosi2r — cos? 2a 
6.72. lim 95% — V2 costs — 1 x 6.73. lim —— 9 
x0 tg? x d xa Sin? — sin? a 
[+ - 5) 
sin |x — — 
j in 2x — cos 2x — 1 ‘ 
in ee 6.75. lim —_\__3/ . 
z cos x — sin x z 27 
AT sg tg 2x — =| 
6.76. lim 99 5—sms —. 6.77. lim 827 + V3 . 
ro EZ coss — V2 sinds E tg x — Y3 
6.78. lim Vl+cosx, 6.79. lim sin x V1 — cos 3x |. 
>r+o sinx , Va 1-0 1 — cos x 


6.80. lim Vcosx — Ycosa | 


, 


6.81. lim 2cosx —3sinx +3 _ 


200 sin? x n 3cosx -5sinx —5 ^" 
o 
: 1 + sin 2x A 3 in 
6.92. lim = ; 6.83. lim 99535 + sin 3s. 
gap M NM x sz V2 cos 3x + 1 
.. Sin x + 2sin 2x + sin 3x A NE 
6.84, lim FROH, Gg5 lim | 1—^. 
xm. cos x + cos 2% 1-1 rt 
1 — M — cos — 
2 
6.86. lim 95.7 cos 2x cos 34 . 
227 x0 cosx — 1 , 
6.87. lim (cos? x — 1)(cos* x — 1) — mn (cos x — 1)? 
"00 (cosx — 1)3 ' 
* * * 
Sá se afle urmátoarele limite 
x 
sin’ — : : 
6.88. lim ; . — 6.89. lim 922% 9m bv. 
x-0 x z—0 x2 
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. Sin x — sina ict — 
6.90. lim Si — 97. 6.91. lim SA —*; 
xa 4 —a xa X—48 


6.92. lim sin (a + h) — sin (a — h) E 6.93 lim sin (x + 3) i 
4-0 


h Y i x4-8 27 +6 ? 

6.94, lim, 6.95, im — 74, n natural; 

> x0 
6.96. im sin 5% — sin 3x , 6.97 er, 

220 sinx : eg x d 
6.98. lim tg»x — sin nz , 6.99. lim sin? a — sin? f , 

10 a i dona aß a? — BP z 
6.100. lim $854; 6.101. lim —— tg? + 1, 

a tg3x x—1* 
2 


6.102. lim 1— 9994 . 


x20 tg?2x 


et es} 
> (+ — 3) sin 3x (vz- 2 de =| 


1 — cos? i = cos 24 
6.104. lim 128%, 6.105. lim 1 2 595 7 Veos2z . 
2—0 y Sin x cos x 0 x 


6. 6. li BELLI ee 
10 an Vat + xe” 


6.107. li m Erlen; a si b constante 
6 tg (sin bx) ' 
6.108. lim 6.109. lim 32 0* — 3; 
«20 V1— cosa" a0 — 32 
6.110. lim £92 — 9: 6.111. im 9265 7 2 —9. 
Er d 4-2 Sin (x2 + 3x + 2)’ 
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6.112. lim 1^ ^ * 7-1. 


" 3 
x—0 sin 4x 


3 — x2 3 
6.114. im rer, 
x0 tg + 2 sin? + 5x1’ 


6.116. lim E 


x0 sin” x 


6.117. lim +? Pz. 


10 sin? nge’ 


6.118. lim 1-4; 


xal mx 
c 


1—sinx. 


6. 120. lim ;- _ ons D (a = 22)?” 


1h 


2 
Sá se afle urmätoarele limite 


6.122, lim (21? — 3% + 1); 


6.124. lim 2^ —9* * 4. 


200 da — x +2” 


6.126. lim —* * 1l. 
X- 0o x42 


6.128. lim Y^ 7 3 ERE 3. 


roo x? 


6.130. lim [(0, 3)* + 2-2]; 


sin Y 234-1—sin Yx+3 


6.113. lim —————— —— — —; 


22 sin (x? — 4) 


6.115. lim FF». 
° i z=0 8x — x i 


‚m, n numere naturale. 


6.119. lim 83. 
T a- 2x 
2 


6.121. lim tg 7 V 1 Ho J 


zo 


6.123. lim (x° — 2x? + 3x — 5); 


X— -— 0 


6.125. lim — 3 _. 


x= 0 322 — x +1 i 


6.127, lim (2 — 9? (Br + 23%, 
20 (2x + 1)50 i 


6.129. lim HF +2 (* + 3), 


2 rl’ 


6.131. lim = x>0. 


no xP 


6.132. Sá se determine a si b astfel ca 


zn 
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in x3 — 2x2 4+ x — 1 
[ Rao r+1 
Problema analoagá cind x > — oo. 


— (ax + | = 


6.133. Un polinom P(x) are proprietăţile 
1° P(0) = —4, 2° im EM 2, 3° tim a -=b #0 şi o 


zw X + aj zas X 
unde a este o constantä. Sá se arate cá gradul dá P(x) este l. 
6.134. Să se precizeze dacă 
43 + axt+ be +c 
roto 22+ ax? + Be + y 
tinde cätre 1 prin valori supraunitare sau subunitare. 


n — 112 
21 
6.136. Să se determine numărul natural » astfel ca 


(x + a4) + (2% + a) ... + (nx + ami = 
xc (b, — 182 + (b — 227)? +... + (b, — na?) 


6.135. Sá se calculeze 
[safer ste | 


. 1 
lim — 
noo n 


Sá se calculeze limitele 


6.137. lim (x — 222 F 3x — 2); 6.138. lim (x — V222 + 3x —2); 


x0 .X—0 


6.139. lim (x? — Vai — 333 + 1); 


xD 


6.140. lim (V3? + 2x — 1— Vx? + x — 1); 


an 


6.141. lim (Vx* — 3x + 2 — Vai — 5x — 2); 


zn 


6.142. lim (VAR + 3x -1— 2V x? +1); 


X} = 
3x — YI — 2x +3 TETY 
6.143. lim a — 1002943, 6.144, im IF: 
şi ze 2x — Vixi + 5x gite pai por ÎN 


6.145. lim Vaz -24+Y2-1-1 l 


.7=1 x? — 1 
ÎI zoo 


6.146. lim (Vax? + 2x + 1 — Vx? + 1) ; discuţie. 


6.147 tim—__¥*__. 6.148. lim Vet Ve +V? . 
x 0 Vi Vr + VE 2.0 Vx--1 


" — 7x3 10 4x5 — 2 
6.149. lim 22 — 2" + Vas? + 4° 2, 
220 773 + 548 + Vor + 2x5 — 4 
. 727434384 3x44 
6.150. re cei a La Ee A 
ro AY Ax +5 +5784 5x 1 


6.151. lim MESA. 6.152. lim (n 4-1)! +8! 

fion (n + 2)! mo (n --11—m! 
6.153. im 1-2 t tn, 5.154. lim LE 845+ --- +@n—1), 

n 0 y Int + 1 Iae 1-42... Ew 
6.155. im 12332: —?^. — 6156. lim 12423 +... + mint) 

iie: Yn —1 no ni 

m 
(me — 18) 
2 f 

6.157. lim BUD UD ; 6.158. lim kml 

ae I m—> 0 n 


[mar + 1] ? 


6.159. Sá se determine a si b asa fel ca 
limi ya + 2x 4- 6 — (ax + b) J} 
să fie finită. 
Să se afle limitele următoare 
6.160. im (VG FTF — V — 19]; 
6.161. lim (V(s F IF Fi — VE E240 1); 


3 
6.162. lim n (4x? — 3)? — x(9x3 — 9) | ; 


X00 
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6.163. 


6.164. 


6.165. 


6.166. 


6.167. 


6.168. 


lim(V x + Vai — Va — Ya 


im (VFR Y FEED; 
lim (Yate+l- ep à r1 1); 
lim ——————— — Veri- Vs Vx; 


z—0 Vxr1i- Vx 


lim (JP + ax?! +... V2 + bx...) 


zn 


Să se determine constanta a astfel ca 


1? tim (x VI — ax] y 2° lim (3/828 + x + 1— ax) 
x 


0 


La 


să fie finite. 


6.169. 


Să se determine a astfel ca 


lim (Vi Ex +I+ o8 4-23 O ax) 


să fie finită şi diferită de zero. 
6.170. Se dă f(x) = x?, se notează f,(x)=/[/(x)] si f,(*) =/Tf-1(x) 
Să se calculeze f,(x) şi lim f,(x). 


6.171. 


Fie (x) = + Vx, p(x) = e[o(x)] si exo) = e[o.-i(x)]- 


Să se calculeze q,(x) si lim n fala). 


Să se afle limitele următoare 
6.172. lim (1 + s s 6.173. lim E + JE 
x X l om lr +3 
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6.174. lim ate", 6.175. lim [y 


ro 12% +1 x zoo 11 


2 


6.176. lim (E 6.177. lim (Ey 


x41 (328 — x2 — x zx 0 32? + 1 
1 — xig " 
6.178. lim (=P ; 6.179. lim| ———"| : 
5 

6.180. lim (1 + 2x)” ; 6.181. lim(1 — sin pet; 

x0 1-0 
6.182. lim (cos x)“**; 6.183. tim TV, 

T £0 x 
Fr 
x e xm 

6.184. lim (2-2) 6.185. lim (cos E] ; 

Xa a m0 m 
6.186. lim 20+. 6.187. lim, a>0 

x—.0 æ £0 E 

d tg x 

6.188. lim n(/a— 1), a>0; 6.189, lim". 

11-00 "E eta * +1 

2 
* 
* Gk 


6.190. Sá se cerceteze dacá functiile 


1° f(x) = ll, 2° f(x) = 


sint continue in origine. 


— € dacă x< 0 
x+1 dacă x —- 0 


6.191. Fie funcfia 
x dacă * +0 


fa) = dacă x=0 


să se cerceteze dacă este continuă in origine. 


definită pe R, 
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6.192. Se dá functia 


] pentru x<0 


f(x) = definitá pe R, 


a pentru x>0 
PEE 


sá se calculeze lim f(x). 
£-0 


daca Ox x-«—2 


6.193. Sá se studieze functia f(x) = fes 
2 


dacá 2« x« 4, 
ax + 2 


in vecinätatea punctului x, = 2. 


+1 pentud<x<t 
6.194. Să se arate cá funcția f(x) =? 3 pentru x = 1 


2x + 3 pentru 1< x< 2 
este discontinuă în x, = 1. 


[5X pentru x +0 


6.195. Să se arate cá funcţia f(x) l1 i 0 
pentru x — 


^ 


este discontinuá in origine. 


6.196. Să se cerceteze dacă funcția f(x) = [cos x/*=* pentru x +0 
si f(0) = 1, este continuă in origine. 


6.197. Sá se arate că funcţia 


f) = — FH 


+1+4Yx2+1 
este definitá si continuá pentru orice x. 
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7. DERIVATE 
7.1. Utilizind definiția derivatei să se afle derivata funcţiei f(x) = 
-=- +32 +1 în punctul x, = 2. 
7.2. Sá se afle derivata funcției y = —2? + 3% — 2 pentru x, = 


— — 
== . 


Să se afle derivatele funcţiilor 
= 14 E 4 ren, 
7.3. y == 3 + — 242 de y 3 , 


75. y= (2x — D8-22; 76 y = (e + 19(x—1); 


lz} — 1 jz — 1| 
7.7. =o; eO. = — 

I jz] + 1 doy +2? 
1.9. Ax 4x2, | 10. v = (3x —1*. 
TE S-1 ” BC CER 


7.11. Să se afle derivata funcţiei 
f(x) = (x + a + 5f(a — b) + (x +b + cb — e) + 
+ (x + c + ac — a) 
si sä se explice rezultatul. 


7.12. Sá se afle derivata funcţiei f(x) = Y == 2 


particular ad — bc = 0. 


. Sá se explice cazul 


7.13. Sá se afle derivata funcfiei 
_f[z+e _#7Z4 ab _ b x . 
feo = (E Fler + | 
e determine ne f(x) = ax + bx + c astfel ca 
fo): u to 7d) =1, f"(2) = 
7.15. Să se determine Er na fla) care îndeplineşte condiţiile f(0) = 
= 0 şi f'(x) = x — 3x +2 


7.16. Să se afle funcția g(x) pentru care g(1) = 3, g'(0) = —4, 
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Să se deriveze funcțiile 


7.17. f(x) = Vx? + 2x —3; 
7.49. y = V(2x + 5); 


MEL EE ANA 
9 Ta ya’ 


7.23. y =a 8—3x954 V2xVY? +3; 


7.21. 


. 748. g(x) = 


V233 — 3x + 1 


2 
7.20. y = V xà — v j 
7.22. y = Vx V x V; 


7.94. y = (xà + 8x — 2943; 


: 


1 


725. I= FS : deb aa Tm vane 
737. y = Vaza — 1; 738. y = LVIF ž; 
7.29. yA cc eye. 
—24+ Vx 2 + Nx 

x—1. 
7.90. y= 4 Y; 
7.31. y = Va — 4x +44 Vt + ox 4-1; 
7.32. y= Vx -2Vx — 1 + Va — 2x — 1; 
799 95 AE A 7394. y = ATVs 


yl+z#2-yı- x 


$a se deriveze functiile 
7.35. y = sin? (2x? — 3x + 4); 


137. y = cos E ; 


7.39. 


y = cos? y — 3 cos x; 


7.41. y = sin? x cos? x 


7.43. y = cos x VI + tg?x ; 


x — 29% 


1.96. y = 005532? ; 

7.38. y = cos? 5 

7.40. y = sin? x cos x; 
4.42. y = sin? 2x cos 6x ; 


1.44. E 


sin x cos x” 
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7.45, y = 2snx —3. 
5cosz — 1’ 


in 2 | in 
7.46. y = en en , a = const. 
1 + cos 2a + x cosa 


sin 3x _ cos 34 , __ 1 (cos 
TA ena 749. y = is, cs: 
snx . M PN i 
7.49. y = es 1.50, y = tg*(3x 2x + 1); 


— L sini y — L sinë x + ¿sinó x — Lsint x; 
7.91. y y Sint x ; sin x+ ysin? x Sin x; 
u _3 la 1. | 
4.02. y = + î sin 2% + — sin 4x; 

7.99. y = tg? 2x cos? 2x; 
TUA y = tgx + tga + tat l tg aqu 


7.55. y = 2xsinx—(x*—2)cos x; 7.56. y = (2sect x + 3sec?x)sinx ; 


1 


_ 2 on. — ein? = 
1.57. y = (acosta + bsin?x)"; fom Ver 


Sä se scrie sub formä simplä expresiile 


2 sin x + sin 8x — sin 54, 7.60. y = sin x + sin 2x 2cos2x-+1 _ 
2 cos x — cos 3x — cos x ° I 1-+cosx+cos?x 2cos2r—1 ” 


7.59. y = 
să se arate apoi că derivatele lor sînt de forma a: cos?bx. 

Să se deriveze funcțiile : 

7.61. y = Vicos 2x] ; 7.62. y —sin"[cos"(sinx-|-cosx) |. 


Sá se arate prin derivare şi apoi direct, cá funcţiile următoare sint 
independente de x. Sä se dea valoarea lor. 


7.63. y = (2cos?x — 1)? + 4 sin?xcos?x ; 
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7.64. y = sin’ x + cos? x + 3 sin? x cos? x; 


7465. y = cos? x — 2 cos a cos x cos(a — x) + cos?(x — a); 


7.66 gies eae cos 2y — 4cos x +3, 
1 + cos x 1 — cos x 


767. y = sin(a + x)cos(b — x) — sin(a — b + x)cos x. 
7.68. Sá se determine constantele a, 6, c astfel ca expresia 
E(x) = a(tg x + ctg x)sin xcos x + b(tg?x + ctg?x)sin?x cos?x + 
+ (c — 2) (tgix + ctgix)sinixcosix + 2(sin*x + cos®x) 
sá fie independentä de x. 


* 
* * 


| X pentru x < 1 
— | 2— x pentru x > 1, 
are derivatá ín punctul de abscisá x, = 1. 


7.69. Sá se cerceteze dacá funcfia f(x) 


7.70. Să se afle derivata funcţiei f(x) = |x? — 1| in punctul x, = —1. 


7.71. Sä se calculeze derivata funcfiei f(x) = V(x — 2)? in punc- 
tul Xo = 2. l 


xsin pentru x +0 
7.72. Să se arate că funcția f(x) = * 


0 pentru x = 0, 
este continuă pentru x = 0, dar in acest punct ea nu are derivată... 


7.73. Se dá functia 


f(x) — f(a) fx) — f(a) [ e, 1 
F(x) = ziel, 44-10 — 4f" 
== a | f(a) j ri e]! 
să se calculeze F’(a) si F"'(a). 


.*. 


Sá se deriveze functiile urmátoare 


7.74. y = log, (13 + 2x); 7.75. y = In(x + 2x) ; 
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7.76. y = In sin ax; 7.77. y = In te(= + =) ; 


2 
7.78. y = ln(x + V£ + a); 7.79. y = = cos? x + In(sin x); 
7.90. y = ln sin V1 — x; 7.91. y = In tg Vx; 
7.82. y = In(sec x + tg x); 7.93. y = In V1 + ctg? x; 


7.84. y = Inx-lgx —1na-log,x; 7.85. y= 5 (sin In x — cos lnx); 


7.86. y = log, a; 7.87. y = log.x + logs% ; 
7.88. y = In VA+ 142, 7.89. y = In Vite 4V 13, 
vxTI1-2Vy2 RT Vie 
- — ld, __ /1+tgx.. 
190. y = In VE; 7.91. y = în ETE 


4; 
7.92. y = ln(x? + 1)? D 


Vxta—Va 

7.93. x(x + a n——————— i 

y = Vx(x + a) — VERS VE 
4.94. y = In(2 + cos x) + vga t&v 75 tg =]. 


7.95. Sä se arate ca derivata functiei 


3 T x 
y = $ intg(F+2)4+ 


sin x (5 — 3 sin? x) 


8 cos* x 
se poate pune sub forma a: cos5x, unde a este o constantă. 
7.96. Să se arate cá funcţiile 


b 
y = în lt şi z = In Lt“ unde u = I 
lx l—u b + ax 


au aceeasi derivatá. Sá se explice rezultatul. 


$ 
* k 
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Sä se. deriveze functiile 
7.97. f(x) = etr 7.98. y= x" + n, n>0; 


7.99. y —a!-Y*, a>0; 7.100. y = 2°”; 


7.101. y = en cosz; 7.102. s = ae~* sin ot, a, k, o —const. 


7.103. y = (x? 4- 2x + 2)e7* ; 7.104. y = e cos e-”, 


Utilizînd regula de derivare a funcţiei compuse de forma «(x)"" 


să se afle derivatele funcţiilor (a(x) > 0] 


1 
7.105. y =x"; 7.106. g = xY* ; 
7.107. y = x^*; 7.108. y = (In x). 
. * + 


Sá se deriveze functiile 
7.109. y = arcsin Z ; 7.110. y = arctg L, 
x 


7.111. f(x) = arcsin Vx; 7.112. g(x) = arctg(x? — 5); 


a 


7.113. f(x) = arccos ~ n ; 7.114. y = arcsin(sin x) ; 
xt 


7.115. y = arctg miti: 7.116. f(x) = arctg ++ 1 vs 
3 — V3x 


Inx-1' 


7.117. y = arctg(e* — e^); 7.118. y = arccos Vi (1 4- cos x) ; 


7.119. y = arcsin E = 7.120. y = arcsin2x V1 — x; 


x? 


2 a—b x . 
7.121. y “Va rtg [Y " tež) a>b> 0 , 


5 — Culegere de probleme de matematici superioare 
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7122. y = HE, 
— yf 


21, 1 1 
7.123. y = =n ae ern ed - + > arctg x; 
1 n+ry2+1 1 a 
7.124. y = ———1n ——————— arct 
z 4V2 — mM—:x2+1 Far 2V2 "ea 


7.125. Să se calculeze derivata funcției 
f(x) = xarctg+, f(0) — 0. 
X 


7.126. Sa se afle derivata in origine a functiei 


fix) =| siny pentru x < 0 
arctg x pentru + > 0. 


7.127. Sá se verifice că următoarele funcții au derivate egale 


B arct m. 
S OUT g^ T gu) 


“— a 
y, =arctg x; ya = arctg ; 
ax 4-1 


y, — arcsin YII ys = 2arctg (x + V1 — xi). 


Sá se arate apoi cá functiile diferá intre ele printr-o constantä. 


7.128. Sá se arate cá functiile y = arctg WE zx = 
x — 


z = — z arctg Vx‘ — 1 diferă printr-o constantă, 


Sá se arate cá funcţiile următoare nu depind de x: 

: lx VI — x 

7.129. y = 2 arcsin Vs — arctg ————— 
Ed 


7.130. y = arcsin(x — 1) + 2 arctg =A 


7.131. y = arctg 5082 Lites arectg iter, 
ctg x 
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3x +1 


7.132. y = arctg x + arctg Ž Ly arc t8 aIr a 
Să se deriveze funcțiile 
7.133. y = arcsin Irti + 2arctg Yx + 1 + 1 
+Yx+1 +1 
1 asin x b x 
743 inp" "dT i Va — b arctg | pa 83)] 


Sá se arate cá 

7.135. 2 arctg *+2V* =! = arcsin 2441 + B ; 

7.136. arccos — 6 + +) = 2 arccos — s + =}; 
2 x? 2 x 


Sä se verifice egalitäfile si direct. 


* 
* * 


Sá se afle derivatele de ordinul 1 si 2 ale funcfiilor 


7.139. y — 2 (er + e +). 7.140. y = x arcsin x + V1 — 27. 


x 
* * 


Să se arate cá funcțiile următoare satisfac relaţiile scrise in dreptul 
lor 


7.141. y = (1 — e7”): 22, xy! + 2y = e7; 


7.142. y = e sin x, y” — 2y' + 2y — 0; 
1 

7.143. y= xe *, xy" — xy! + y = 0; 

7444. y = a + Vox +e, yy" —3y2=0; 
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7.145. y = arctg x, (1 + xy" + 2xy' = 0; 


7.146. y = arctg(ax + b), y y — 2y'y" + 8y”y = 0; 
7447. y = (1 — cos 2%): tgx, y” = dy tg x y; 

7.148. y = 1:Vcos 2x ; y" +y = 3/5; 

7.149. y = (e + e7*): x, xy” + 2y' — xy —0; 


7150. y = = VZ —1— > In (x + VZT), y"? + yy" = 1. 


"Im 


Să se afle derivatele de ordinul » ale funcţiilor 


Ñ 


7.151. y =xe*; 7.152, y = Vx; 
7.153. y = (84? — 4; 7.154. y =; 
l+x 
Em _ *x+l, 1 
7.155. y — m REESE. 7.186. y — DS 


s*a 


Sá se calculeze diferenfiala funcțiilor 
7.157. y = x, 7.158. y = sin 3x; 
7.159. f(x) = e*cos 2x; 7.160. g(x) = arctg x?. 


7.161. Fie f(x) = 2x? — 3x + 1, să se calculeze df(1) dacă dx = 
: 100. 


7.162. Să se afle cu`cît crește aria unui cerc de rază 2,3 m dacă 
raza sa creşte cu 0,2 m (x = 3,1415). 


7.163. Latura unui patrat, măsurată cu precizia de 0,1 m este 
de 3,8 m. Care vor fi erorile maxime, absolută si relativă, la calculul 
ariei pătratului. 
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7.164. Sá se calculeze: 1° 31,1 2° Y26,19 si 3° 1/16,64. 
7.165. Fie y = x? si x = 2 — t +8? să se calculeze dy. 
7.166. Fie y = f(x) si x = gli), să se aratecá y' = zZ, Dacă x = 


= lt), y= pli) atunci y = =. 
e(t) 


Utilizind Ex. 7.166 sá se afle y' in urmátoarele cazuri 
7.167. x = 25, y = 0; 7.168. x = acost, y = bsint; 
7.169. x = acos%, y = bsin?t; 
7.170. x = r(t — sint), y=r(l — cost). 
7.171. Sá se arate cá dacă x = f(t) si y = g(t) atunci 
ay yt ty 
da? xf 
Sä se aplice Ex. 7.171 in urmätoarele cazuri 
7.172. x = at?, y = bi; 7.173. x = e”, y =e"; 
7.174. x = a cos £, y = asin t; 
7.175. x = alt — sint), y = a(i — cost); 


7.176. Presupunind că « este o mărime mică, să se afle formule 
aproximative pentru următoarele expresii : 


1° (1+ a); 2° YIta; 3? 1:Vi Fa; 4? 1:(1— a). 
7.177. Se dá y = e77, să se calculeze d*y. 


8. TEOREMA LUI ROLLE. FORMULA LUI LAGRANGE. 
NEDETERMINARI. 


8.1. Sá se verifice cá între rădăcinile funcției f(x) = x? — 4x +3 
se aflä rädäcina derivatei. Sä se interpreteze geometric. 


8.2. S& se verifice dacä teorema lui Rolle poate fi aplicatä funcfiei 
f(x) = 22 — (a + b)x + ab, a< bd. 
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8.3. Fie polinomul de gradul al 3-lea P(x) = (4? — 1)(ax + b). Să 
se arate cá P’(x)=0 are cel puţin o rădăcină în intervalul | — vs , s i 


8.4. Care sînt coordonatele punctului de pe parabola y = x? în 
care tangenta este paralelă cu segmentul A(—1, 1), B(2, 4). 


8.5. Să se arate că teorema lui Rolle nu este aplicabilă pe inter- 
valul [—1,1] funcției f(x) = |x|. 

8.6. Fie A si B punctele de pe curba de ecuație y = |sin x| cores- 
punzătoare absciselor — = si 5 . Sá se arate cá pe arcul AB nu existá 


nici un punct in care tangenta la curbä sá fie paralelá cu coarda AB. 
Care din condiţiile impuse de teorema lui Rolle nu este îndeplinită 
aici. Să se interpreteze grafic. 


Să se determine 0 din formula cresterilor finite (Lagrange) scrisă 
astfel 


f(x + h) — f(x) = Af'(x + 0h) 0<0<1 


in care se stie că 0 depinde in general de x si k, pentru următoarele 
funcții 


8.7. f(x) =ax +b; 8.8. f(x) =a 4+ bx +c; 
8.9 f(x) = ae + bx +; 8.10. f(x) = In x. 


9.11. Sá se arate cá formula cresterilor finite f(b) — f(a) = (b — a) 
J'(c) cu a < c < b se poate deduce aplicînd teorema lui Rolle funcției 


g(a) = ER (y a) — (fa) — f(a)] 


Să se dea apoi o interpretare geometrică funcției o(x). 


8.12. Avînd în vedere interpretarea geometrică din Ex. 8.11 si 
presupunînd curba data parametric x = g(t), y = f(t), să se deducá 
formula 

fe) -fi _ fo 


gb) —gla) glo)” 


8.13. Sá se deducá c din formula precedentä in cazul cind f(x) = 
= 43 si g(x) = x. 


a « c « b, gb) + g(a). 
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8.14. Sá se arate cá dacä functia f(x) este derivabilá in intervalul 


(a, b) şi dacă f(a) = f(b) = 0, atunci pentru orice k dat există un 
O(a, b) astfel ca 


KORE 
f(8) 


8.15. Fie f(x) pozitivă într-un interval [a, b] aplicind formula creş- 
terilor finite functiei F(x) = In f(x) se obfine 


Fle) _ go—ay LO 
Jia) fie) 


8.16. Aplicind formula creşterilor finite funcţiei f(x) = În x, sá se 
demonstreze că 


a<c<b. 


1 
In x < — 
n 
unde n este un număr natural și să se demonstreze că 
1,1 1 
“„=1+-+-+r eee + — 
2 3 n 
tinde către co cînd » creşte nemärginit. 


* at 


Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiilor Ms er Rell: 


AJ. 2 s — Spe 0; GAG. 2430 1274m=0, MER. 


39. 3—38x--m-—0, mer. $20.04 — 429+ 162+ 1=0, AER. 
ai. x ai — Ax? + mx + 4=0 X 8,22, me + x? --2x --1-20; 
8.23. 14 + 333 — mx? — x — 5 = 0. 

Sá se discute ecuaţiile următoare, M (a, b) fiind un punct din plan 
9.24. x — 3x+@+5—-3=0; 8.25. x — 3a?x + 2b8 = 0; 

9.26. x? — 2(a + 1)x + 0=0; 

9.27. 4x3 — 3(a + 5b) xà + 3abx + a” = 0. 
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8.28. Într-un con circular drept cu raza 7 si înălțimea h să se înscrie 

e4: . h . . y 

un cilindru circular drept avînd volumul egal cu” m3, Discuţie după 
Y 


valorile lui m. 


8.29. Intr-un cerc de razá r sá se inscrie un triunghi isoscel de peri- 
metru 22. Discuţie. Aplicaţie r = 2 cm şi l = 1. 


8.30. Sá se afle cu douá zecimale exacte rädäcina pozitivá a ecuafiei 
43 + 103? + 6x — 120 = 0. 


8.31. Sá se afle cu 4 zecimale exacte rádácina realá a ecuatiei 
333 — 2? + x—1=0. 


8.32. Sá se afle cu 3 zecimale exacte rádácina pozitivá a ecuafiei 
md + 12:3? + 44 —3=0 


+ 
* * 


Sa se afle urmätoarele limite 


2494 5x2 — 4x — 12 = 
9.33. lim 22-950 i. 8,34. lim 02 — 4/09. . 

za —2 34? +42 — 4 pu Fr 

1 — 5x8 + 4x0 . — NL. "4-2 
8.35. lim 4 Ft, 8.36, im et Dh b matte 

xa (1 — +)? Per (1 — x} 

1 idis I T 2.L ... n 
a37. di ren, 480. lig -E^ tot n, 

x1 (x — 1) žal imd 

i SA 20 Vai Va 
8.39. lim ==; 8.40. ji AZ ENE Vat ; 

22 Vx — 8x +2 xa Ya _ Vat 
9.41. lim 292 — 5054 ; 9.49. lim cosec x — cosec a 

xa *—a za x—a 
9.43. lim AT eee. 9.44. lim 1 — sin ax ‚a întreg ; 

x—0 x3 z (2ax ads x)? 

>= 
2a 

8.45. lim "X; 8.46. lim 222 ; 

sal %— | alt=] 
8.47. lim; 8.48. im 22%, 

ao? z0 1 — cos x 
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In cos x , 


. — sin x 
8.49. lim 8.50. lim 4%; 
. z? x0 X — sin x 
. *.— . Lm 
8.51. lim; 9.52. limit, 
x1x-—1 20 x 
- In — 1 — ea 
9.53. lim 07 9 — 7: 9.54. lim ^ 9, 
x0 x xa In = — a) * 
.. In (cos x + asin x) . arc sin ax + arc sin bx 
8.55. im ——————— ; 8.56. lim — — —— —— ; 
x0 sin x x0 arctgax + arc tg bx 
. lu (V1 -H x? — x In sin (4: 1 
8.57. lim z + In (Vi + si — 1) 8.58. lim sin im + D». 
20 a? NL: In sin (4n + 1)x 
n! 
m, n numere naturale 
8.59. lim VET, 9.00. lim 992 , m, n, întregi; 
x90 In (1 + 22) z tg (nx) 
#47 
8.61. lim 1 + cos x — n? cos?" —1x + (2n? — 2n — 1) costa — (n — 1)? cos*+1x 
UU x-0 (1 — cos 4) 
8.62. Sá se determine a, b si c aşa fel ca 


. asin xy + bcos x + cat + e” 
lim — 7 


x90 
sa fie finitä. 
Să se afle următoarele limite 


8.63. lim x In sin x; 


x0 


0.65. lim «(2 — arctg x); 


x= D0 


8.67. lim £, a>1,m>0: 


tom Y 


8.69. lim tg Y 


T T 
ty Intg[x— "n 


. 
3 


sin x + cos x — 2 + e 


9.64. lim 6 * 9. 


X= 00 In x 
> Lo 

8.68. lim “6% 4 > 1,m>0, 
e co xm 


8.70. lim E — =) tg x; 


as 
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2x — m z=1+0 


8.71. lim (te ee ; 8.72. lim în x In (x — 1); 


u 
za 


2 


8.73. lim (1 — =) tg x; 8.74. lim (sin x)'s *; 
T T x=0+0 
T 
8.75. lim (1 + a) i**; 8.76. lim (1 — cos x)*; 
an aun Ve x0 


1 
8.77. lim pee „a,b, c 0. 
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9. APLICATII ALE DERIVATEI IN ALGEBRA SI FIZICA 


9.1. Sá se arate cá dacá un polinom P(x) are o rádáciná dublä 
x = a, derivata sa se anulează pentru x = a. Reciproc, dacă un poli- 
nom P(x) si derivata sa P’(x) se anulează pentru o valoare x = a, 
atunci a este rádáciná dubla a polinomului. 


Sá se enunte apoi o condifie necesarä si suficientá pentru ca o ecua- 
fie P(x) = 0, P fiind un polinom de grad p, să admită o rădăcină 
multiplă de ordinul n < $. 


9.2. Sá se rezolve ecuația xi + 2x? + 5x? + 4x + 4 — O in ipo- 
teza cá admite rádácini multiple. 


9.3. Sá se determine m astfel ca ecuafia 
xi — 2335 + m(2x + 1) =0 
să admită o rădăcină dublă. 
9.4. Să se rezolve ecuaţia 
x5 + 8x1 + 208 + 8x? + mx +n =0 


in ipoteza cä admite o rädäcinä triplä. 
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9.5. Sá se afle conditia ca ecuatiile 
1° f(x) —ax*--5bx--c—0, 2° g(x) = + pr +49=0 
si admitä o rädäcinä dubla. 

9.6. Sá se determine polinomul P(x) = ax? + bx? + cx + d ştiind 
că P(x + 2) — 2P(x + 1) + P(x) = x si cá ecuaţia P(x) — 0 are 
pe x = 1 rădăcină dublă. 

Sä se arate cä polinoamele urmätoare se divid cu polinoamele scrise 
in dreptul lor 


9.7. (x + Der — (x + 1)* — (x + 1)" + 1 x 
9.8. (2n — Dart! — (2n + "+ x +1 (x — 1}; 
9.9. n2x"+2 — (2n? + 2n — lati + (n + la” x — 1, (x — 1); 
9.10. 42" — n?x"+ + 2(n? — 1a" — na! + 1 (x — 1X. 
9.11. Sá se determine a si b astfel ca polinomul 

P(x) = art! + bx” — 1 

sä se dividä cu (x — 1)?. Sa se dea citul cu a si 5 determinafi. 
9.12. Pentru ce valori ale lui a, b, c si d polinomul 
ax" + bar + cx? +d 


se divide cu (x — 1). 


9.13. Dacă P(x) este un polinom in x si a o constantă atunci poli- 
nomul 


F(x) = 5 (4 — @)[P"(x) — P'(a)) — [P (2) — P(a)] 


este un cub, dacă P este de gradul al 3 lea si identic nul dacă P este 
de grad mai mic ca 3. 


9.14. Polinomul P(x) împărțit succesiv prin (x — a), (x — by, 
a= b, dá citurile C,(x), Ca(x). Sá se arate cá 


C(b) + Cy(a) = a. 
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9.15. Sá se determine polinomul P(x) aşa ca P(x) — P'(x) =~. 


n! 
9.16. Sä se determine polinomul P(x) de gradul », astfel ca 
' l pe 1 z 
P(x) += Pa) + = PM) e + PO (x) = (a+ 1)". 
9.17. Se dá polinomul P(x) = (ax? + bx + c)?, a +0. Să se arate 
că între P, P' si P” există o relaţie independentă de x. 


9.18. Fie x,, ..., x, zerourile polinomului P(x) = ax" + ... +a, 
Sä se determine gradul polinomului asa fel ca 


Pla) + P'(5) +... + P'(x) +P’ [m =0 
oricare ar fi coeficienții lui P(x). 

9.19. Din sin2x = 2sinx cosx prin derivare să se deducä 
cos 2x = cos? x — sin? x. lar din cos (x + a) = cos x cos a — sin sina 
sá se deducá sin (x + a) = sin x cos a + sin a cos x. 

9.20. Pentru ce valori ale lui a, b, c, d, e expresia 

E(x) = asin? x + b sin x cos x + c cos? x + d sin x + e cos X 
este independenta de x. 

9.21. Sa se arate ca 

(a + x)" = a" + Cata +h)! + Cha(x — 2h)(a + 2h) ^ + ...4- 
+ Chx(x — ah)" (a + nA)" " +... + x(x — mh)”. 


9.22. Sá se calculeze in douá moduri derivata funcfiei y = x(1 + x)" 
si sä se deducá expresia sumei 


s=14+2C,4 8C5 +... + (n + DC. 


9.23. Sá se deriveze expresia x? + a? + b + 3(x + a)(x + dj(a + b) 
si să se arate cá ea este egală cu (x + a + b}. 


9.24. Sá se calculeze suma 
SARĂ +a” 
Să se deducá suma s = 1 + 2x +... + nx"-'. Sá se afle sumele 
de mai sus pentru x = 1. 
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9.25. Se considera functia 


1 
Ge tbe ea sd 
Să se determine a, b, c, d in funcţie de y(0), y'(0), y”(0), y” (0). 
Ce relaţie există între y(0), y'(0), y”(0), y””(0) pentru ca a, b, c, d 
sä formeze o progresie geometricä. 


.*a 


9.26. Un mobil se mișcă pe o axă după legea s(t) = at? + bt +c; 
să se determine a, b si c astfel ca atunci cînd ¿ = 1 sá avem s(0) = 0, 
iar cînd ¢ = 2, viteza mobilului să fie 5 m/s, iar accelerația 2 m/s*. 


Să se studieze mișcările avînd următoarele ecuaţii 


9.27. x = 26 + 3; 938. x= — 5t V; 
9.31. x — B — 1-2; 932. z= P+ oP 4-5; 
9.33. gar’ 9.34. ger 

P t+2 


Sä se traseze diagramele miscärilor. 


9.35. Sá se determine ecuaţiile mișcărilor rectilinii uniform variate 
in urmätoarele situafii 

1° :=0, x—4; t=1,%=5si cînd ¿= 1, viteza = 2. 

2°t=1, x = Q şi viteza 1, t = 2, viteza = 5. 


9.36. Legea de miscare a unui mobil pe o axa este x — 5 sin 


Int x : ; : Eri 
+ =) . Sá se afle viteza şi accelerația mișcării la momentul 


A m 
ll on 
o 


9.37. O piatrá aruncatá vertical in sus, revine la punctul de plecare 
dupá 4 s de la aruncare. Cu ce vitezá a fost aruncatá piatra in sus si 
piná la ce inälfime a ajuns. 

, 
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9.38. Pe axa Ox fie punctul A(4). Un mobil M are pe axă o mişcare 
uniform variată, cînd trece prin A, atunci ¢=0 si are viteza nulă, 
iar cînd ¢ = 2 are abscisa egală cu 6. 

Un alt mobil N se mișcă in sens pozitiv pe aceeași axă, dar cu o 
mișcare uniformă, trecînd prin O cînd ¢ = —1. În momentul cînd 
mobilele se întîlnesc ele au aceeași viteză. 

Sá se afle ecuaţiile mișcărilor şi să se dea diagramele mișcării în ra- 
port cu același sistem de axe ortonormat. 


9.39. La ce distanţă de primul macaz al unei staţii trebuie să ase- 
zăm semnalul de oprire al trenurilor de pe o linie de cale ferată, pe 
care trenurile circulă cu o viteză de 108 km/h, în ipoteza că frînarea 
trenurilor se face în momentul trecerii prin dreptul semnalului de 
oprire, că acceleraţia de oprire este de 1 m/s? si că trenul trebuie 
să fie oprit la 30 m înaintea macazului. 


10. PROBLEME ASUPRA CURBELOR. REPREZENTĂRI 
GRAFICE 


10.1. Să se afle coordonatele punctelor de intersecție dintre 


Ed 


Ja be 42 ȘI 26-9 ed. 


10.2. Să se afle coordonatele punctelor comune curbelor de ecuaţii 
yox, y=% — 4x8 + On? — 7x +2, 

Sa se caracterizeze aceste puncte. 

10.3. Sä se arate cä oricare ar fi m parabolele 

= x? — 2x, y = 2x? — 2(m + 1)x + m? 

sint tangente intr-un punct a cáror coordonatele se cer. Se cere locul 
geometric al punctului de tangenfä cind m variazä. 

10.4. Pentru ce valoare a lui m una din curbele de ecuafie 


_ (2m + 1)x + 5m 4-7 


I x+m>+3 
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este tangentä dreptei 4x + y + 1 — 0. Se cer coordonatele punctu- 
lui de contact. 


‚10.5. Să se determine constantele a, b aşa fel încît curbele de ecua- 
fü y — ax* -- bx -- 1 şi y= x :(x + 1) să fie tangente în punctul 
de coordonate (2,2; 3). 


Să se afle intervalele de monotonie ale funcţiilor 
10.6. f(x) = 2x? — 5x + 3; 10.7. f(x) = 3x — x3; 
10.8. f(x) = xe-*; 10.9. f(x) = (x? + 1) :(x — 1}; 


10.10. Sá se afle coeficientii unghiulari la curbele de ecuafii date 
mai jos in punctele indicate 


1° y = 4x? + 4x — 3, in xp = —1; 2° y = x8 + 42°, in x = — 3; 

3? y — sin x, in x, =0 si =>; 4? y = sin 8x, in Xy = si 
T 
^ie 


10.11. Să se afle ecuaţia tangentei si a normalei in origine și in 
punctul de abscisá x = 2, la curba de ecuație y = x — x*. 


Sá se afle ecuafia tangentei la curbele de ecuafii date mai jos 
10.42. y = —232+ 3x +3 în x=l; 


T 


10.13. y — sin 8x in x, — i 


10.14. y = ze” în 000, 0); 1015. y == în (-7 JE 
a+x 


10.16. Se dä curba de ecuafie y= LA — x? + 2. 1° Sá se afle 


ecuafia tangentei la curbá in punctul de abscisá x, — 1 si apoi sá se 
afle unghiul fácut de tangentá cu axa Ox. 2° Sá se afle punctele 
de pe curbá in care tangentele sint paralele: a) cu axa Ox; b) cu 
bisectoarea l-a; c) cu dreapta 2x — 3y = 0. 


10.17. S& se afle punctele in care tangenta la curba de ecuafie xy — 
— 53? — 4 = 0 au panta egală cu 1. 
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10.18. Să se găsească un punct pe curba de ecuație y = x In x 
în care tangenta să fie paralelă cu dreapta de ecuație y = 2x + 3 


10.19. Sá se afle coordonatele punctelor de intersectii ale tangen- 
telor la curba y = 4? — 5x + 7 duse in x, = —2 si x, = 3. 


10.20. Se dá curba y = cos V x, se cere ecuaţia tangentei în punctul 
x= 0. Problemă identică, pentru y = cos? Vx în x, = 0. 


10.21. 1° S& se afle ecuafia tangentei dusä din origine la curba 
de ecuație y = e 2? Aceeasi problemá pentru y = In x. 
x ! 


10.22. Din familia de curbe exponenfiale y = a*, a> l, să se 
determine acelea care admite o tangentá de pantá a, ce trece prin 
originea axelor de coordonate. 


10.23. Se dá cisoida: y? = <=, să se afle în punctul M(a, a) 
a— x 


ecuafia tangentei si normalei, apoi lungimea tangentei, subtangentei, 
normalei si subnormalei. 


xt — x8 
x+1 


10.24. Sá se scrie ecuafiile tangentelor in origine la y = V 
10.25. Să se arate că graficele funcțiilor 


y = sin x, you—=, y=i--+- 


au in origine aceeasi tangentä. Se cere ecuafia acestei tangente. 

10.26. Se cere relafia dintre a, b, c asa fel ca tangentele la para- 
bola y = ax? + bx + c în punctele ei de intersectie cu Ox s& fie per- 
pendiculare. 

10.27. Pe curba de ecuatie y = l fie punctul M deTabscisá a. 

Ed 
Tangenta la curbá in M taie axele Ox si Oy respectiv in A si B. 


Sá se arate cá 1° mijlocul lui AB este M ; 2° aria triunghiului OA B 
este independentá de a. 
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10.28. Sá se arate cá oricare ar fi m graficele funcfiei 


— 1)x + 
ges x 4- m 


i X — mn 
trec printr-un punct fix, in care ele au aceeasi tangentä. 


10.29. Sá se dea graficele variafiei funcfiilor 


pa es ue 


x [tu 


Sä se arate cä in punctul de abscisä x = 1 curbele reprezentative sint 
tangente. Se cere ecuafia tangentei si a normalei la curbe in acel 
punct. 


10.30. Sá se determine A asa fel ca curbele de ecuaţii 
y = AS, y = lnx 
să fie tangente. Se cere ecuația tangentei comune. 


10.31. În punctul M al curbei 


x3 


de abscisá x = a se duce tangenta care intilneste din nou curba in 
M'. Se notează cu m si m’ coeficienţii unghiulari ai tangentelor in M 
m 


si M' la curbă. Pentru ce puncte de pe curbă avem — > — 3. 
7H 


Sä se afle unghiurile sub care se taie curbele 
10.32. x --y —5—0, *—3y+5=0; 1033.y = Vx, y = x. 


Să se afle centrul de simetrie al curbelor de ecuaţii 


a — 44 +5 
4 —2 ' 


10.34. y = x? — 3x? + 2x; 10.35. y = 


6 — Culegere de probleme de wiatemaucı superiou:e 81 


Sá se afle punctele de inflexiune ale curbelor de ecuatii 


10.36. y = x? +32? — 1; 10.37. y = x4 — 62°; 


10.38. y = T ; 10.39. y = i/x — 3. 
x? 


10.40. Sá se dea intervalele in care functia 


f(x) = — 2 


(x + D*(x — 2) 
este convexá, respectiv concavá. Sá se dea graficul. 


10.41. O parabolá cubicá are ecuafia de forma 
y — ax + 0x*-- cx -- d 
și are următoarele proprietáji: 1° trece prin origine; 2° admite punc- 
tul I a I | ca punct de inflexiune; 3° tangenta in J are coe- 


LJ . . 4 v . . 
ficientul unghiular — 3" Sá se afle ecuafia curbei. 


Sá se afle asimptotele curbelor de ecuafii: 


10.42, y == =; 10.43. y = me 

10.44. y = Vx; 10.45. y = Vx? — 2x; 

10.46. y = V1 + xi + 2x; 10.47. y = x arctg x. 

Să se reprezinte grafic variația funcțiilor : 

10.48. y = x? — 3x +2; 10.49. y = 2x? + 4x + 3; 
10.50. y —33— 5x? + 8x —4; 10.51. y = æ + 3x — l1; 
10.52. y = x4 — 2x? — 8; 10.53. y = 4x5 — 52; 

10.54. y = x?(2 — x; 10.55. y = (x — 1} (x + 2)3; 
10.56. y = x? + 3/4 — 1]; 10.57. y = x? — 5x + 3+1 33—1|; 
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10.58. y = x3 + [3x + 2]; 10.59. y = |x? — 3x| — 4. 
10.60. Sä se reprezinte grafic variafia funcfiilor 
y, = X + 3x + 2, Ya = |? + 3x + 21, ys = (x? + 3x 4- 2. 


Sá se compare graficele, arátindu-se cum se poate trece de la un grafic 
oarecare dintre ele la celelalte si apoi sá se scrie ecuaţiile tangentelor 
la grafice în punctul de abscisă x, = —2. 


10.61. Fie ecuaţia 4a? — 42m? — 1)x — 4m? — 5 = 0. 1° Să se 
reprezinte grafic variația realizantului A al ecuaţiei. 2° Să se repre- 
zinte grafic y = xi + Xo, X Xa fiind rădăcinile ecuaţiei. 


10.62. Fie x, si x, rădăcinile ecuaţiei 4? — 2mx + 3 — 2m = 0. 
. Sá se dea graficul variaţiei funcției de m 


y = (x, + %) — (xi + x2) + 2(x, + xo) — 8. 


Sá se dea graficul variafiei functiilor 


10.63. y — == ; 10.64, y = = ; 

10.65. y — — —; 10.66. y — ——; 

10.67. y — — ——; 10.68, y = FH; 
10.69. y — 2x +145; 10.70. y = ——; 

10.71. y = Au 10.72. y = 75 
10.73. y = FI, 10.74. y = i 

10.75. y = NICO |. 10.76. y = Sr ; 
10.77. y = a ; 10.78. y = M 
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10.79. y = 2 *. 10.80. y = Air 


a — 17 2 
10.81. y = E; 10.82. y = SH, 
10.83. y = = = - ; 10.84. y = e = a 
10.85. y = EE; „10.06, y- FE, 


10.87. y = mE a>0 şi a<0 10.88. y = x + 5, a 0giac0; 
x a Xx 


> 


10.89. y = n =: E n număr natural 
a 


10.90. y = M ae ^ număr natural. 
(2 + 1)” 


* 
* * 


10.91. Să se reprezinte grafic variația funcțiilor 


x--1 x + 192 x41 
7.7177, = E5) ys = — | 
x42 ¥+2 x 4-2 

_ + 1] _ #*+1 E +1 
Mg Yo Ix +2 |’ Is Vous 


Să se compare giaficele și să se scrie la fiecare curbă ecuația tangen- 
tei în punctul de abscisá x, = —1. 


10.92. Problemă identică pentru 


x — 4 > a? — 4 lr? — 4] 
= = = 3 
Anal X mi Ya at —1 
A o a — 4 __ [(*—4Y 
dp a Js a — 17 Je x2 — I 


Sá se dea graficul variafici funcțiilor următoare 


10.93. y = Vx 4-1; 
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10.94. y, = + VIZ Ê, y,—— V1 — xt; 

10.95. y ^x — Vx; 10.96. y = x -2V— x; 
10.97. y = V3, xq@[—1, 1]; 

10.98. y = 1 — Ya; cu x e [—2, 2]; 

10.99. y = VOR 3 85—1 ; 

10.100. y, = + VEZI, »=—Ve—1; 

10.101. y, = + VIP — 8x 22; y,— — VI — 8x — 2; 
10.102. y, = + V6 38; ya = — VP — 355; 


10.103. y? = x? — x*; 10.104. y = 33 +1; 
10.105. y = 1 +2, 10.106. y = ——— — ; 
x 1-yi-z' 
10407. n= Met => y= fete: 
* x 


10.108. y = VI = x — Vx -77 ; 
10.109. y = Vw + 2% — If; 10.110. y = + (x + 2) Vx — 1; 


10.111. y, = + x V28 — 33, y — —x V25 — $5 


10.112. y= + (x 4-2) VIG— $9; y= — (x +2) VI6 — 2%; 


10.113. y — E 10.114. y = V8: — x; 
x 


10.115. y = V A 5 ; 10.116. y= yz: 


10.117. y, = + Vzt o» = — y, 


10.118. = XR 
— 4 
10419. y = E; > 10.120. y — 
X9 + 3x2 — 18x — 40 45 + 322 —18x —40. 
en + ya ana 22 y EEES à —2433- x2" 
a+r y= 
10.122, y = — 2-2 tre 


10.123. y = (x — Dv 10.124, y = 442; 


x 
10.125. y = via: 


1 — x3 


10.126. y = eye, n numär natural. 
1- Viza 
10.127. y = 1 + Y¥x—2; 10.128. y = 7/23 — x; 
10.129. y = V:3 — 623; 10.130. y = (x — I(x — 2) ; 
10.131. y = 1-3 V». 10.132, y = Ve »* 
Virx yx —2 


* 
+ * 


10.133. y — 2 cos E — =) ; 10.134. y = cos x — cos? x 
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10.135. y = cos x — — cos 2x; 10.136. y = cos 2x4-2 cos x+ 


10.137. y — cos x 4- = cos 2x 4- = cos 3x; 
10.138. y = 2 sin? x cos x; 


10.139. y = cos x cos | x + z); 10.140. y = 2 sin x + cos 2x; 


10.141. y = sin x sin 2x; 10.142, y = sin? x + 2 cos x; 
10.143. y = tg x — x; 10.144, y = ER, 
1—2cos x 
_ 1l-sinx., „Sin +, 
10.145. y — V3 + cos + cos X 3 10.146. y 2 sin ro 1 , 
_ Vă — cos 2z , — Sin? — sin 2x. 
10.147. y — SI? 10.148. y cos? x , 


10.149. y = 2 cos? x+cos x—1; 10.150. y = x sin x + cos x; 
* * * 


10.151. y = e-"+#-2; 10.152. y = ze-* ; 


10.153. y 4—2 f E ze; 10.154, y ==; 


x41 1 
10.155. y =e” ; 10.156. y = xe’; 
M . = A , 0. . == 10 ° 
10.157. y = ==; 10.158. y 7 
1+ e* 
10.159. y = -; 10.160. y = e-* sin 2x. 
1+ e? 


i; 
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a ; | 


* LÀ 


eae. 
10.161; y— 1n |x|; 10.162. y — In(2x — 1); 


10.164. y = n1 — x) —1— x— 1st; 


2x 


10.165. y = In(1 + x) user 


10.166, y = m \/ 2; 
x—l 


10.167. y = In — 1. 


3 
x? — x — 2 


` 10.168. y = 5222 in [1 — x]; 


10.169. y = x + ln(x + 1); 10.170. y = = ; 
i] Det: 
10.171. y = In (2 — kj a eus Inx —1 


* 
* * 


Utilizind metoda reprezentării grafice, să se dea natura rădăcinilor 
ecuațiilor următoare în raport cu parametrul real m. 


10.173. (m — 1)x2 — 2(n —2)x + m — 4 = 0; 
10.174. 5x4 — 2(m + 4)x? + 5m = 0; 

10.175. 4x? — 3(m + 3)? + 12 mx — 12 = 0; 
10.176. xt — 4x3 + 5x? — mx +m — 0; 
10.177. (x — 2* — m(2x — 1} = 0; 

10.178. mx? — 3x —m —120; 

10.179. xi — 2:3 + 2m — m — 0; 
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10.180. Sá se dea natura rádácinilor ecuatiei 
(A — 1)? 4- 22 +m +) --13—m—3-—0 
A şi m fiind doi parametri reali. 
10.181. Să discutăm natura rădăcinilor ecuaţiei 
2(X + 1)cos 2 + 44 sin? — 3A —1— 0, AER. 
10.182. Sá se discute grafic ecuaţia x? — 3x + m — 2 = 0, în ipo- 
teza să admită rădăcini în intervalul [—1, 2). 
Să se discute ecuaţiile 
10.183. sin x + cosx—m=0; 
10.184. sin x cos x + sin x + cos x — m = Q. 


Sa se discute ecuafiile urmátoare in raport cu numärul rádácinilor 
cuprinse in intervalele scrise in dreptul lor 


10.185. (m — 1)x? + 2(m + 3)x + m -- 2 — 0, [—1, 1]; 


10.186. x? — x + m = 0, [—1, 1]; 
10.187. 33 —3x +2 — m — 0, [—2, 2]; 
10.188. 814 — 82? + I'— m= 0, [0, 1]. 


10.189. Sá se studieze variafia perimetrului triunghiului de virfuri 
0(0, 0), A(2m :(m + 1), 0], B(0,1 — m). 


10.190. Sá se dea un grafic al unei funcţii rationale definite în felul 
următor: să fie simetrică în raport cu Oy, tangentă in O la Ox, sá 
aibă punct de inflexiune (1, 1) şi apoi să aibă asimptotă dreapta 
x= 2. 


x — 1 | 


10.191. Să se arate cá pentru x > 1 avem Inx>2 7 
x 


10.192. Să se arate cá oricare ar fi x real, există neegalitatea 
Ve F 3x +2 < Va? + 2x + 3. 
Să se arate grafic ca 


10.193. /x < Z + 2x; 10.194. vet! + 1> 0; 
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10.195. In(1+x)>x— =, x20; 10.196. *—x—1>0; 


10.197. > e”, x — 0; 


lx 


10.198. e > 1--x 6*5 x6(0 1). 
Să se rezolve grafic 


10199. > <= <4; 10.200. 2x — e —1— 0. 


x—4 


11. PROBLEME DE MAXIM SI MINIM. APLICATII 
GEOMETRICE ALE DERIVATEI 


Se cer extremele funcţiilor 


11.1. f(x) = ax? + bx +c; 11.2. f(x) = x5 — 5x* + 5x3 +1; 

11.3. y = 2:2 — 9x*; 11.4. y = x(x + 1)*; - 
BEES (+ ata +2) 

11.5. y = m. 11.6. y =D ‚ab,>0; 


1 2 
11.7. y = (x — 3) (x — 6)° ; 11.8. y = 81 tg?x + ctg? x. 


11.9. Sá se arate cá functia f(x) = MEM , m const, nu 
LÀ 4 —1 —1m 


are extreme. 


11.10. Să se determine minimul funcţiei 
f(x) = (x — a)? + (% — a)? +... + (1 — an)? 
Sá se deducä inegalitatea 


(x —a,)? +... + (aa >= y (a; — aj). 


y d soo, 
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11.11. Se cere extremul functiei 
f(x) = (a + x) + (a + 2x? +... + (a + nx}. 
11.12. Sá se afle minimul funcției y = x — 1 — y2x— 1. 
11.13. Să se afle extremele funcției y = x"e* (n număr natural). 
11.14. Să se determine a, b, c ştiind că funcția f(x) = ax? + bx +c 


se anuleazá pentru x — 1 si admite un minim egal cu => pentru 


3 
x=. 
4 


11.15. Sá se determine a si b asa fel ca funcția y = x? + l + ax + 
. A 


+ 6 să admită un maxim egal cu 0 pentru x = — 


to | 


11.16. Să se determine a si b astfel ca extremele funcției 


| Rn+ar—5 
I 2x? + bx +1 


să aibă loc pentru x = 2 si x = 3. 


11.17. Să se determine a si b aşa fel ca funcția 


322 Lax 4+ b 
x) = — 
fa) 3x2 + 2x +b 


să aibă pentru x = —1 un extrem egal cu —1. 


11.18. Pentru ce valori ale lui a, b, c, d funcţia 
fix) — ax? + bx +4 


x+ex+d 


admite un minim egal cu 3 pentru x = 1 si un maxim egal cu 2 pen- 
tru x = 0. Să se reprezinte grafic. 


11.19. 1° Sa se determine functia polinom 
f(x) = axt + bx + cx? + dx te 
ale cărei extreme pentru x = 1, x = —1 si x = 0 sînt respectiv 0, 0 
si 1. Sá se dea graficul variafiei functiei f(x). 
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2° Sá se dea expresia funcției g(x) care are ca grafic simetricul 
lui f(x) față de axa Ox. 


11.20. Sa se studieze variatia functiei 
fx) =la yV + 1— > arctg x+a, a constantă. 


Sá se determine a aga fel ca minimul funcfiei sá fie —2. Sá se deter- 
mine in acest caz numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei f(x) = 0, sá 
se calculeze aceste rädäcini cu aproximafie de 0,01. 


11.21. Sa se discute in raport cu m, existenfa unui minim si a unui 
maxim pentru funcfia 


Se cere locul geometric al punctului in care tangentele la curbä cind 
m variazá, sint paralele cu axa Ox. 


11.22. Sá se găsească minimul pentru x? + y? dacă x si y sint le- 
gafi prin relația ax + by — c, unde a, b, c sint constante date. 


11.23. Sá se afle minimul expresiei 


Vx? — 2x +44 Va — 2x + q. 
* 


* k 


11.24. Fie un patrat cu latura a, se iau pe laturile lui si in acelasi 
sens de la virfuri, lungimi egale cu x. Unind aceste puncte obținem 
din nou patrat. Sá se găsească patratul de arie maximă. 


11.25. Sá se determine dreptunghiul de arie datä s care are peri- 
metrul minim. 


11.26. Dintre toate dreptunghiurile inscrise intr-un cerc dat sá se 
determine acela care are aria maxima, 


11.27. Dintre toate dreptunghiurile de perimetru dat sá se afle care 
au 1? diagonala minimá, 2? aria maximá. 

11.28. Sá se arate cá dintre toate triunghiurile dreptunghice inscri- 
se intr-un cerc dat, triunghiul isoscel are aria minimä. 

11.29. Într-un triunghi de bază a şi înălțime k se înscrie un drept- 
unghi, să se afle dreptunghiul de arie maximă. 
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11.30. Dintre triunghiurile isoscele înscrise în acelaşi cerc să se 
determine acela care are aria maximă, 


11.31. Un trapez este înscris într-un semicerc avînd baza mare pe 
diametru, să se determine trapezul de arie maximă. 


11.32. În elipsa de ecuaţie 52x? + ay? — ab? — 0 se înscrie un 
dreptunghi cu laturile paralele cu axele elipsei, să se afle dreptunghiul 
de arie maximă. 


11.33. Să se arate că aria unui patrat care se găseşte în interiorul 
unui triunghi nu poate să depăşească jumătatea ariei acestui triunghi. 


11.34. Se dă un cerc O(r). 1? Sá se arate că paralelogramele circum- 
scrise sînt romburi. 2° Din toate romburile circumscrise cercului 
care are aria minimă. 


11.35. Cît de mare trebuie să fie uşa unui turn cu înălțimea a, ca 
să se poată introduce în turn o scară de lungime DC = l. 


11.36. Intr-un sector circular se cunoaște perimetrul p. Sá se afle 
raza astfel ca aria sectorului să fie maximă. 


11.37. Dintr-o tablă dreptunghiulară de lungime a şi lățime b se 
construieşte o cutie prin tăiere şi îndoiere a părţilor laterale în sus. 
Cum trebuie făcută îndoirea pentru ca cutia să aibă volumul maxim. 


11.38. Din trei scînduri de aceeași lungime / si de lăţime a, plus 
material pentru capete, se construieşte un jgheab. Ce poziţie va trebui 
să ia fefele laterale pentru ca jgheabul să aibă capacitate maximă, 


11.39. Dintr-o foaie circulară de tablă se taie un sector circular şi 
din restul foii se face o pilnie. Care trebuie să fie mărimea unghiului 
sectorului pentru ca volumul pilniei să fie maxim. 


11.40. Ferestrele la grajduri au forma așa zisă romană, (un drept- 
unghi avînd la partea superioară un semicerc). Presupunem că peri- 
metrul este dat, ce dimensiuni trebuie să aibă fereastra pentru a putea 
să intre cît mai multă lumină. 


11.41. Un canal de irigație trapezoidal are aria secțiunii drepte s. 
Cum trebuie să fie ales unghiul a al malului şi înălțimea % a apei, 
astfel ca perimetrul ud să fie minim. 


11.42. O seră este încălzită de două surse de căldură de intensitäfi 
I, si I, aşezate în colțurile A si B. Avînd in vedere sensibilitatea cul- 
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turilor, si se determine pozitia P a unei plante in jurul cäreia tempe- 
ratura sä fie minima, in ipoteza ci AB=dsiAP= x, iar intensi- 
tatea totală: a căldurii primită in P se determină de formula 
x? (d — xy 

11.43. O linie de inaltä tensiune X Y trece pe lingä douá ferme care 
urmeazä sá fie electrificate. Unde trebuie instalatá o stafie S de 
reducere a tensiunii pentru ca lungimea totalá a celor douá linii de 
unire cu stafia sá fie minimä. 


11.44. Prin virful A al unui triunghi dreptunghic in A se duce o 
dreaptá (D) care lasä de aceeasi parte triunghiul. Sä se afle pozifia 
dreptei (D) fata de catetele triunghiului pentru ca volumul solidului 
obfinut prin rotafia triunghiului in jurul lui (D) sá fie maxim. 


11.45. Se cere minimul ariei totale a unui cilindru circular drept 
care are volumul constant. 


11.46. Dintre toate cilindrele care au acelasi volum, care este cilin- 
drul cu aria totalá minimá, 


11.47. O cisterná avind forma unui cilindru terminat la capete 
cu cîte o emisferă, trebuie să aibă volumul 310,86 mi. Sá se dea 
dimensiunile cisternei pentru ca preful construcfiei sä fie minim, 
tn ipoteza cá costul pentru partea cilindricá este de 24 lei/m?, iar pen- 
tru părțile emisferice 43 lei/m?. Care este prețul de cost. 


11.48. Ce dimensiuni trebuie sá aibá un siloz de forma unui cilindru 
terminat cu o emisferá avind volumul 11.304 hl, construcfia trebuind 
sá fie astfel fácutá ca suprafafa totalá interioará sá fie minimä. 


11.49. Sá se construiască o cutie de lemn cu volumul de 108 dm, 
avind forma unei prizme drepte cu baza un patrat si deschisä la par- 
tea superioará, in aga fel ca sá se utilizeze o cantitate de lemn cit mai 
mica. 

11.50. Un cilindru are volumul constant si egal cu 27 m m?. Se cere 
forma cilindrului astfel ca aria lui totală să fie minimă. 


11.51. Să se studieze variaţia volumului unui con circular drept 
care are generatoarea de lungime constantă. 


11.52. Într-un cerc de rază 7 să se înscrie un triunghi isoscel astfel 
ca volumul corpului obţinut prin rotația triunghiului în jurul bazei 
să fie maxim. 
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11.53. Intr-o sferä cu raza unitate se inscrie un con circular drept 
avind raza bazei x. Sá se determine x si liniile trigonometrice ale 
unghiului 2« de la virful conului astfel ca volumul lui sá fie maxim. 


11.54. Sá se afle conul de volum maxim inscris intr-o sferá datä. 


11.55. Fie ABC un triunghi dreptunghic de ipotenuzá datá a, latu- 
tile b şi c fiind necunoscute. Prin invirtirea triunghiului în jurul ipo- 
tenuzei BC se naşte un corp de volum V,. Pe de altă parte considerăm 
un con cu raza bazei egală cu b + c si a cărui înălțime este egală cu 
perpendiculara AH, = x dusá din virful A pe ipotenuzá, fie V, volu- 


‘mul sáu. Sá se studieze variatia cantitatii V, — 4V,. Care este maxi- 


mul si care sint lungimile laturilor 5 si c in acest caz. 


12. FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE. FUNCTII 
COMPUSE SI FUNCTH IMPLICITE 


12.1. Sá se determine funcţia de forma f(x, y) = ax? + by? care 
satisface egalitatea 


fix, y) + May) = ( — »)( + y). 


Sá se afle domeniile de existenfä ale functiilor 


12.2. f(x, y) x 4- y; 12.3. f(x, y) = x + Vy; 
12.4. f(x, y) = Vxy; 12.5. f(x, y) — r, 
12.6. f(x, y) — ——; 12.7. g(x, y) = ———; 
IO) =a NA rn 
1 2 u I . 
12.8. h(x, y) = E 12.9. f(x, y) = PL 


12.10. z = in(1— 3$ — 2; 1211. u = cY*—. 


12.12. Sá se arate cá dacă f(x, y) — — + 2 şi g(x, y) = = + + 
x 
atunci g(x, y) = fx, y) — 2. 


12.13. Să se arate cá dacă f(x, y, 2) = > atunci 
— z 


flax + b, ay + b, az + d) = f(x, y, 2). 


12.14. Sá se arate cá dacá g(x, y, z) — atunci 
yiz- a 
ax ay az 8 
le y+b? sl gls, y, 2) 


12.15. Fie f(x, y) = y. Sá se calculeze f[z, f(x, y)] 
fz, fly, x)) (fly, fe 2), ipi F(z, x). fix, fly, 2), fte fle, y) 


Concluzie. Problemá analogá pentru f(x, y) — xy. 


12.16. Fie f(x, y, z) = ze*-” + y&€-* + xe, să se arate cá 
f(x, y, 2) = fly, z, X) = f(z, x, y) Æ fY, x, 2). 


Să se arate cá funcţiile următoare sînt simetrice 

12.17. P(x, y) = 2? — xy + 37°; 

12.18. Q(x, y) = (x + yy + (x — y; 

12.19. R(x, y, 2) = (x + y +2)? — (x + y(x + 2) + x; 

12.20. f, y, 2) = (a? — yz) Ya + x? + x Y (a + y*)(a? + 22) : 
(y+ 2) Vat + = — Via + pat + 22) 


12.21. Se dä functia f(x, y) = —, sa se afle f(y, x). 


= 
y 
12.22. Se dă funcţia f(x — y, x + y) = 3x — y, să se afle f(x, y). 
12.23. Sá se afle 


x+y 2 xy 
E 2 
im —-~—**", a>0. 
xa, ya + Y May 
2 Y 


12.24. Să se calculeze 


lim | lim 2) si lim (im 2) 


x32 ly» —3 x+y y= —3\ 22 x+y 
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12.25. Sá se”afle lim n RE 
x-0,20 Y xy + 1 — 1 


12.26. Sá se arate cá functia 


d dacă x? + y? + 0 
f(x, y) = 
"d dacă x —y —0 


nu are limitá in origine. 


Să se calculeze derivatele parțiale de ordinul întîi ale funcțiilor 


12.27. f(x, y) = 2? + 8xy + y* ; 12.28. g(x, y) =~; 
y 


12.29. z = x"y",; 12.30. u = x + y — Vp; 

12.31. f(x, y) = cos (xy) ; 12.32. z = y cos 0; 

12.33. z = sin Ž cos Ë ; 12.34. u = e* sin y + e sin x; 
4 Ed 


12.35. f(x, y) = (x + y)e?; — 12.36. f(x, y) = x*; 


12.37. 2 — arctg — I 12.38. z = In tg”; 
m xy y 


12.39. f(x, y, 2) = x3 + y? + 23 — 3xyz; 
12.40. f(x, y, 2) = ev; 
12.41. Sá se arate cá dacá 
f(x, y) = ax? + 2bxy + cy? + 2dx + ey + f 
atunci 
ÍA + Xo y + yo) = ax? + Way + cy? + Hf2(%o, Yo) + Hf s(%o Yo) + 
+ lo, Yo). 


12.42. Fie z = ey, Sä se calculeze z, Es , di 
cos (x + 2y) 4 


7 — Culegere de probleme de matematici superioare 
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12.43. Fie u = Vx? + y? să se arate cá 


— Ki 
a — p = Q. 
~ t2 xy 2 > + y ae 


12.44. SÁ se verifice cá pentru functia z = arctg 7 = avem 2 jy = 2 


Să se arate că funcţiile următoare verifică relaţiile scrise in drep- 
tul lor 


12.45. z = x? + y?, yz, — %,=0; 
12.46. u = V1— 33 — y, yz. — xz, 0; 
12.47. t = sin (x — y)?, tb 4-06 — 0; 
y 
12.48. z =e* sin” , xz, + yzy = 0; 
x 
12.49. f(x, y) = lu ii Xf; + yfy = —2; 
12.50. z = x". y^, s&p y = (x Ly tings: 
Ox oy 


| 12.51. u = In(tg x + tg y + tg 2), 


u, sin 2x + u, sin 2y + u; sin 2z = Z; 


12.52. z = xy? :(x + y), Ke yz 22. 
12.53. u = e"-7 sin 2xy, Un + Ua = 0; 
12.54. o = ln(x? + y’), os — oy = 0. 


Să se arate cá funcțiile următoare verifică ecuaţiile cu derivate 
parțiale scrise în dreptul lor 


. 


12.55. u = xy + af (Z) i Xu, + Yuy = Ky +4; 
x 
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12.56. u = y + f(x? — y), Tue ups 


Să se afle y; pentru funcțiile următoare 


12.57. y = u? + v? + uv, unde u = sin x, v = é; 


12.58. y = arcsin = , unde u = x, v= Vx? + 1; 
v ; 


12.59. y = arctg " t 12.60. y = arccos T: „0<ysr 
as u2 + v2 


Caz particular u = cos x, v = sin x. 
12.61. Se dá y = uv — V(I — #)(1 — v?) sá se arate cá 


dy = [u VIZE + vVl — Zn = jJ 


12.62. Se dă u = cosa, v = cos B, Ox: a, B < m. Sá se arate cá 
dy = —sin (a + B)(da + dg). 


12.63. Ca aplicatii ale derivatei functiei compuse sä se afle derivata 
funcției y =u”, w 0. Cazuri particulare: 1° y = x* ; 2° y= 
= (sin E aa 3° y= xsin x. 


x 
* * 


Să se afle derivatele funcţiilor implicite 
12.64. f(x, y) = ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2cy + f — 0; 
12.65. f(x, y) = cos (x — y) + x + y =0. 


12.66. Să se arate că derivata funcţiei implicite tg = + arctg Ž = 0 
: y y 


verificä egalitatea xy’ — y = 0. 


12.67. Fie ecuafia unei conice 
f(x, y) = ax* + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey+f=0 
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si Mo(xo, Yo) un punct pe conică, să se arate că ecuaţia tangentei în 
M, este 


aXXo + b(Xoy + yoX) + CVV + d(x + xo) + ely + yo) +f=0 
12.68. Sä se afle ecuatia tangentei in M,(1, 1) la curba de ecuafie 
x8 — 235? +57 —y —5 = 0. 
12.69. Să se afle ecuaţia tangentei la curba de ecuaţie 
Vx + Vy —5=0 în punctul M,(4, 9). 


12.70. Să se afle ecuaţia aa in punctul Mo(xo = —1, Yo = 0) 
la curba de ecuație ve? — y + 1 — 0. 


GEOMETRIE ANALITICA 


13. PROBLEME ASUPRA PUNCTULUI SI A DREPTEI 
IN PLAN 


Să se arate cá oricare ar fi punctele A, B, C, D pe o dreaptă, 
avem 


13.1. BD +- AC = AD + BC; 13.2. DA-BC+DB.CA+DC-AB=O; 
13.3. DA*. BC + DB?-CA + DC*-AB + BC-CA-AB =0; 


eee mn 


13.4. BC-CD-DB—CD-DA-AC--DA-AB-BD —AB-BC-CA —0. 


SÁ se arate cá oricare ar fi punctele A, B, C pe o dreaptá, avem 


13.5. AB: + BC? + CA? = 3AB-BC-C 


BA: + CB* —2BA-CB.AC _ CA, 
13.6, 24 +0 2BA - CB + AC 


— —— 
— 
eel 


4C: + CB — 2BA - CB. AC AB 


13.7. Pe dreapta determinată de punctele A si B să se găsească 
un punct M astfel ca MA? + MB? = 2AB?. 


13.8. A, B, C, D fiind patru puncte te pe o dreaptă, să se găsească un 
punct M de pe dreaptă, astfel ca MA -MB = MC. MD. (Discufie). 
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13.9. Pe o axá se dau punctele A, B, C, să se determine un punct 
M aşa fel ca AM? + BM? + CM = 3AM -BM CM. 


13.10. A, B, C sînt trei puncte date pe o axă, să se determine un 
punct M pe aceeaşi axă aşa fel ca 


1° MA-MB + MB-MC + MC-MA — 0, 2° MC? = 44M - MB. 
Există totdeauna soluții? 


13.11. Fie pe o axă punctele A (2), B(—4), C(5). Fie M mijlocul 
segmentului AB, iar G un punct care împarte segmentul MC în rapor- 
tul —1 :2. Să se afle abscisa punctului G si să se arate că se obține 
acelaşi rezultat dacă schimbăm rolurile punctelor A, B, C. 


13.12. Fie A, B, C trei puncte pe o axă si A’, B’, C' mijloacele 
segmentelor BC, CA, AB. Sä se arate că sistemele de puncte 
(A, B, C) şi (A’, B', C') au acelaşi centru de greutate. 


13.13. Se dau punctele A(—2) si B(5). Să se afle abscisa punctului 
C care divide AB în raportul —4 :3, apoi a punctului D conjugatul 
armonic a lui C față de A si B. Apoi a eee mijlocul Z a lui 


CD. Să se calculeze TA — IB, IA + IB, —, TA-IB. 


Sá se verifice că dacă I este mijlocul lui AB atunci 41] J= AB? + 
+ CD. 


În primul caz al problemei să se facă si construcția geometrică. 
13.14. Pe o dreaptă se iau punctele A, B, M, N astfel ca 
MA? + MB? = NA? + NB. 
SÁ se arate cá segmentele AB si MN au acelasi mijloc. 


13.15. Sá se arate cá daca A, B, C,D sint patru puncte coliniare 
si dacă avem 


1 1 1 1 
ac tap tap ^ sc) 
atunci sau AB si CD au acelaşi mijloc sau diviziunea (A, B; C,D) 


este armonicá. 


s", 
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13.16 () Sá se arate cá punctele A(a, b), B(—a, b), C(—a, —b), 
D(a, —b) sint virfurile unui dreptunghi. 


13.17. Fie punctul A(3, 2) si B simetricul lui A față de O. lar C 
simetricul lui B față de axa Ox. Sá se afle coordonatele punctului 
simetric a lui C in raport cu O. 

Să se afle distanța dintre punctele 


13.18. A,(a + kc, b + kc), Aga + kd, b + kd); 


13.19. m =), Mz. ES) 
l4r l+r “V1is+ts 1-4-s 


13.20. Unghiul axelor de coordonate este 0 — zs sá se afle peri- 
metrul triunghiului de vârfuri A(1, 3), B(2, 7), C(—4, —4). 
13.21. Un patrat cu latura egală cu 2a are centrul în origine. 


1? Care sînt coordonatele virfurilor dacă laturile sînt paralele cu axele; 
2° dacă diagonalele sint paralele cu axele. 


13.22. Un triunghi echilateral de latura a are baza sa pe axa Ox 
si virful pe Oy (in jos). Care sint coordonatele virfurilor triunghiului 
dacá mijlocul bazei este in origine. Dacä virful sting este in origine. 


13.23. Care este ecuafia care exprimä algebric cá punctul M(x, y) 
este echidistantat de A(2, 3), B(4, 5). 


13.24. Fiind date 3 puncte coliniare A, B, C si M un punct arbitrar 
in planul lor sä se arate cä (Stewart) 


AM?-BC + BM:CA + CM?-AB + BC-CA-AB = 0. 


13.25. Segmentul A,(2, 1), 42(8, 9) se împarte în cinci părţi egale, 
sá se afle coordonatele punctelor respective. 


13.26. Sá se afle coordonatele punctelor P,, P, ..., P; , care 
împart segmentul A,(x, yi). As(x» Ye) in i părţi egale. 


(ln cele ce urmează, afară de cazul cînd se specifică contrarul, axele se presupun 
. ortogonale. 
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13.27. Sá se arate cá formulele care dau coordonatele punctului care 
imparte un segment PO raport dat nu se schimbá dacá reperul 
este oblic. 


13.28. Se dau punctele M,(1, 2) si M,(9, —6), să se afle coordo- 
natele punctului P care împarte segmentul M,M, în raportul 3:5 
si apoi coordonatele conjugatului armonic a lui P in raport cu 


1M s. 


13.29. Laturile unui triunghi A,A,A, se impart in acelasi sens prin 
punctele 441, Aj, A3. Sá se arate cá triunghiurile A,A A; şi 4,4547 
au acelasi centru de greutate (Teorema lui Pappus). 


* 
* * 


13.30. Sá se scrie ecuafiile dreptelor care trec prin punctul A(1, zo) 


e 2z 
şi care fac cu axa Ox respectiv unghiurile de: F > 155 Cie 


3 - 


Reprezintá ele un fascicol? i 
13.31. Să se afle ecuația dreptei care trece prin punctele 
1° A(a+ 1, a — 1), Bla— 1, a+ 1); 
2° M(cos 2t, — sin 21), N (cos 4£, sin 4). 


13.32. Sá se afle unghiul pe care il face dreapta determinatá de 
punctele 4(—2, 1), B(2, —3) cu axa Ox. : 


13.33. Sä se afle unghiurile fácute cu axa Ox de PER de cum 
8x + 15y — 21 = 0 respectiv x cos 70? + y sin 70? — 12 


13.34. Pe dreapta de ecuaţie x — y + 1 = 0 se consideră trei puncte 
A, B, C cu abscisele in progresie aritmetică cu rafia 1. Să se deter- 
mine coordonatele punctelor astfel ca OA? + OC? — 9 = OB*. 

13.35. Sá se arate cá ecuaţiile 

x —2(24-N8)y +74 4V8 — 0, 2y — (2 T V8) x +24 V8, 


reprezintá aceeasi dreaptá (semnele se corespund). 
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13.36. Pentru ce valori ale lui a si b dreptele de ecuaţii 
(2+a)x—(l+a)y+1+4+2a=0, 
(1 + 2b) x + (6— 2)y —1— 75 —0 
reprezintä aceeasi dreapta. 

13.37. Se dä dreapta de ecuație 3x -y —3 — 0. Sá se alle 
1° ecuaţia dreptei simetrice față de Ox; 2? dreptei simetrice față de Oy; 
3° dreptei simetrice fata de O. 

Să se arate că următoarele grupe de puncte sînt coliniare 

13.38. Ayla, b + c), A,(b, c + a), A,(c, a + 0); 


a? + b 2ab : 
a+b’ a 4-5 


13.39. B,(a, —b), B.(b, —a), Bi 


Sá se afle: ecuaţia dreptei suport, raportul in care B, imparte seg- 
mentul B,B, si coordonatele punctului conjugat armonic a lui 5, 
in raport cu punctele B,, B,. 


13.40. Sá se afle y astfel ca punctele A(a, a+b), B(a — b, a), 
C(a + b, y) să fie coliniare. Se cere: ecuaţia dreptei suport, rapor- 
tul in care B imparte segmentul AC. Sá se afle raportul in care dreap- 
ta AB împarte segmentul NP unde N(a + 35, 3a +b), P(a + 2, 
a — 2b). 


13.41. Sá se arate că punctele A(a, a), B(2a, 0), C(0, 2a), D(a + 1, 
a — 1), E(a — 1, a+ 1), F(2a +1, —1) sint coliniare. Se cere ecua- 
fia dreptei ce le confine. 


"IL" 


Sá se afle coordonatele punctelor de intersecfie al dreptelor 


13.42. ax — by + b = 0 bx — ay + a9 —0; 
13.43. x — ay — ab — 0, by —y— — =0; 
a 
— — a = 34 — = 
13.44. ax — y ear 0, x+a "pem 
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13.45. Sá se arate cá dreptele de ecuafii 


a+by+c=(0, ay+bx+c=0 
se taie pe prima bisectoare si au graficele simetrice fata de ea. 


Pentru ce valori ale lui m dreptele de ecuafii sint concurente 
13.46. mx + 2y — 3 = 0, 2x —y —1—0, x+my—2=0; 


13.47. mx +y —1—0, x+my—1=0, x+y—m=0; 


13.48. 2mx + (1 — 2m) y + m —0, (m —3) x + (2— m) y + 2m — 0, 
(m — Dx + 2y + m — 0. 


13.49. Sá se arate cá dreptele de ecuatii 
x cos a + y sin a = cos b, xcos 2a + y sin 2a = cos (a + b), 
«sin (a + b) + y cos (a + b) = sin 2a, 
sint concurente, iar coordonatele punctului de concurenfá verificá 
ecuația x? + y? = 1. Sá se afle unghiul dintre primele două ecuaţii. 


13.50. Pe axa Ox se iau punctele de abscise a, 2a, 3a. Prin aceste 
puncte se duc trei drepte care fac cu Ox respectiv unghiurile a, 2«, 
3a. Pentru ce valori ale lui « cele trei drepte sînt concurente. 


13.51. Să se arate că dacă m este un parametru variabil, dreptele 
de ecuaţie (m + 1)x + 2my — m + 1=0 trec printr-un punct fix. 
Se cer coordonatele acestui punct. 


13.52. Să se scrie ecuaţia dreptei care trece prin punctul de inter- 
secție al dreptelor de ecuaţii x + y — 2 = 0, 2x — y — 1 = 0 şi prin 
punctul A(2, — 1). 


13.83. Sá se afle dreapta din fascicolul 3x + (2k — 1)y + k = 0, 
paralelă cu dreapta de ecuație 2x + y + 7 — 0. 


13.54. Ce reprezintá ecuafia 
x+y—-3+r=0 
13.55. Se cere ecuaţia dreptei ce trece prin punctul comun drepte- 


lor 2x — 3y + 1 = 0, 3x — 2y — 1 = 0 şi să fie perpendiculară pe 
dreapta determinată de punctele (2, —1), (1, —2). 
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13.56. Aplicind metoda fascicolelor de drepte sä se afle ecuafia 
' dreptei care trece prin punctul de intersecfie al dreptelor x — 2y — 
—1=0cu 2x+y—7=0 şi 2x—y+1=0 cu x—y+2=0.. 


13.57. Să se arate cá oricare ar fi a dreptele de ecuaţie 


(sin a + cos «)x + (sin a — cos a)y + sin a = 0 


trec printr-un punct fix. 


pr 


| 13.58. Sá se scrie ecuația unei drepte care trece prin punctul 

„A(—1, 1) astfel încît mijlocul segmentului tăiat pe această dreaptă de 
dreptele x + 2y — 1 = 0, x --2y — 3 — 0, să se afle pe dreapta 
—y—1=0, 


13.59. O dreaptá se deplaseazá astíel ca suma inverselor segmente- 
lor OA si OB determinate de ea pe cele douá axe de coordonate este 
constantă si egală cu 1: A. Sá se arate cá aceste drepte trec printr-un 
punct fix. 


13.60. Se dau douá puncte fixe, A pe Ox si B pe Oy. Se iau pe Ox 
si Oy (între OA si OB) segmentele AA’ = BB’ = X. Să se arate cá 
perpendiculara pe mijlocul lui A’B’ trece printr-un punct fix atunci 
cind A variazä. 


+ * 


Sá se afle unghiul dintre perechile de drepte 
13.61. 3x + 2y — 6 = 0 si 5x — y — 10 = 0; 


13.62. 11x — 2y + 3 = 0 si 3x + 5y — 1 = 0; 

13.63. x cos 35° + ysin 35° — 2 =0 si xcos5” + ysin5°— 1=0. 

13.64. Să se arate că dreptele de ecuații 

(1 + cos ż¿)x +sint-y+a=0, sint:x4- (1—costy+b=0 
sînt paralele. 

13.65. Să se arate că, dreptele de ecuații 
(2 — ia + (E — 3t +2y+1=0, PD — (£ + iy + 1-0 - 
sînt perpendiculare. 
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13.66. Pentru ce valori ale lui a dreptele de ecuatii 
ax + (a — l)y — 2(a + 1)=0, 3ax — (3a +1y— 5a —4=0 
1° sint paralele, 2° perpendiculare, 3° fac un unghi de 45°. 


13.67. Sá se deducä ecuaţiile dreptelor care trec prin punctul 
A(1, — 4) si fac cu dreapta 4x — 3y -- 8 — 0 un unghi de 45°. 


13.68. Sá se arate cá punctele A(a, b), B(a + b, b — a), C(2a, 2b) 
sint virfurile unui triunghi dreptunghic si isoscel. 


13.69. Fie punctele A(a, 25), B(b, 2a), Ca — 1, b + 1. Sá se 
determine a si b astfel ca triunghiul ABC să fie dreptunghic isoscel. 


13.70. Sá se afle coordonatele simetricului punctului A(2, 1) fata 
de dreapta 2x — y + 2 = 0. 


13.71. Se considerá punctele A(2, 2) si B(5, 3). Sá se determine 
punctul C simetricul lui B fata de A si D simetricul lui A fata de B. 


13.72. Se dau punctele A(4, 0) si B(2, 0). Pe paralela dusá prin A 
la Oy sä se determine un punct M asa fel ca unghiul AMB sä fie 
de 30°. 


- 13.73. Fie punctele A(2, 1), B(—5, —3) şi dreapta x — y + 4 — 0. 
Sä se determine pe dreaptá un punct M asa fel ca AM si BM sa 
fie perpendiculare. 


13.74. Fie A(2a, 3a), B(—4a, —a) C(3a, —3a). Sá se afle ecuafiile 
medianei si inälfimei duse din A. 


* 
* * 


13.75. Sá se afle distanfa de la punctul (2, 1) la dreapta 4x — 3y + 
+ 5 — 0. Analog de la punctul (2, 6) la x — V3y + 6 = 0. 


13.76. Sá se afle distanfa dintre dreptele de ecuafii 
(a + b)x — (a — b)y — a? — b = 0, (a — dx — (a? — 2ab + 09)y =0. 


13.77. Se dau punctele A(2, 1), B(3,1), C(1, 2). Se cere 1° peri- 
metrul triunghiului; 2° ecuaţia inälfimei dusă din C şi mărimea ei; 
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3° raportul in care piciorul inälfimii imparte latura AB; 4° ecuafia 
medianei dusä din B, 5° centrul de greutate al triunghiului ; 6° märi- 
mile unghiurilor A, B, C. 


13.78. Fie G(1, 1) si (D) x + 2y — 8 = 0. Pe dreaptă se consideră 
punctele P si C aga ca triunghiul ABC să fie isoscel AB = AC şi să 
aibá pe G ca centru de greutate. Sá se afle coordonatele punctului 4. 


13.79. Dacá punctele (2, 1), (3, 3), (6, 2) sint mijloacele laturilor 
unui triunghi, care sînt coordonatele virfurilor triunghiului. 


13.80. Să se arate că segmentele care unesc mijloacele laturilor 
opuse ale unui patrulater se taie în părţi egale şi punctul comun este 
si mijlocul segmentului care uneşte mijloacele diagonalelor. 


a C « 


13.81. Se dau punctele A(1, m), B(—m, —1), C(3, 2). Să se deter- 
mine m asa fel ca aria triunghiului ABC sä fie 1. 


13.82. Se cere aria patrulaterului cu virfurile A(1, 2), B(—1, 3), 
C(—4, —1), D(2, —4). Idem pentru pentagonul (1, 2), (4, 4), (2, 5), 
(8, —1), (6, —2). 


Să se afle aria triunghiurilor şi poligoanelor determinate de ecua- 
file următoare : 


13.83. x —y+1=0, 2x +y—-4=0, 4x —y—8=0; 
13.84. x+y —4—0, x—2y —44 — 0, x—y—Ta=0; 
13.85. x —y —0, x+y=0 x—y—a=0, x+y—-b=0. 
13.86. Sä se afle aria triunghiului format de dreptele 
x4-2y —3.— 0, 2x --3y —4, M+y=A+1 
Să se studieze apoi variaţia ariei în raport cu A. 
13.87. Se dau punctele A(3, —2), B(—1, 3) şi dreapta de ecuaţie 
5x + 4y — 4 = 0. Să se arate că oricare ar fi poziţia unui punct C 


pe dreaptă aria triunghiului ABC este constantă. Să se explice rezul- 
tatul. 


109 


13.88. Sá se afle aria triunghiului determinat de dreptele 
y—ix—2|L, x—3y+2=0. 
13.89. Sá se afle aria triunghiului de virfuri 
A(sin a, cos a), | B(sin 2«, cos 2a), C(sin 3a, cos 3a). 
13.90. Să se arate cá aria unui poligon convex cu virfurile in 


My (Chin, Cass), R=0, 1, ..., n — 1 este dată de S= = Cr 


* 
* * 


13.91. Sá se elimine ¢ dintre ecuatiile 


1° Ft yet, 2° Bix +((—9)y+6:=0, 3% + 


+ (9 — 2)y — 3t = 0 dînd ecuaţia cartezianä a locului geometric. 


13.92. Fie pe axa Ox două puncte fixe A si B iar pe Oy punctul 
variabil P. Perpendicularele in 4 si B pe PA si PB se taie in M. 
Se cere locul geometric al lui M. 


13.93. Sá se afle locul geometric al punctelor egal depártate de 
punctele A(2, 3), B(—4, 5). 


13.94. Sa se afle ecuatiile bisectoarelor unghiului dintre dreptele 
3x + 4y —1=0, 4x —3y +5 = 0 

13.95. Se dau dreptele (Dj) x — y V3 + 1 =0, (Dj) xy3 — y— 

— ] = 0. Să se scrie ecuaţia simetricei lui D, fata de D, si apoi a lui 

D; fata de D,. Se cer coordonatele puuctului de intersectie al acestor 


drepte. 


13.96. Sá se afle locul punctelor aga fel ca diferenta patratelor dis- 
tanfelor lor la douá puncte fixe A si B sä fie constanti. 


13.97. Fie 4(—1,3) si (D x —y —2—0, P un punct mobil 
pe (D) si M mijlocul lui AP. Sá se affe locul geometric descris de M. 
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13.98. Se dä punctul A(—2, —1) si dreapta 2x + 3y — 6 — 0, fie 
P un punct mobil pe dreapta, se cere locul geometric al punctului M, 
simetricul lui A fata de P si apoi locul geometric al punctului Z 
simetricul lui P față de A. ; 

13.99. In triunghiul ABC se inscrie dreptunghiul LMNP, virfurile 
L si M fiind pe BC, iar N pe AC si P pe AB. Sá se afle locul geo- 
metric al centrului dreptunghiului cind PN variazä. 

13.100. Fie punctele A(2a, 0), B(0, 2b) si M mobil pe dreapta 
bx + ay — ab = 0. Se cere: 1° ecuaţia locului geometric al centrului 
de greutate al triunghiului ABM. 2° Poziţia punctului M pentru care 


AM + BM este minimă, 3° ecuaţiile dreptelor AM si MB precum 
şi aria triunghiului ABM pentru poziţia de la punctul 2°. 


14. CONICE CU ECUAŢII REDUSE 


Să se afle ecuaţiile cercurilor pentru care 


14.1. Centrul este in (3a, 4a) şi 7 = 5a; 

14.2. Centrul in (2, —1) si trece prin (2,1) ; 

14.3. Are ca diametru segmentul determinat de A(3, —1), B(1, 3); 
14.4. Trece prin punctele (—1, 5), (5, 5), (—2, —2). 

Ce reprezintä ecuafiile 

14.5. 2+ y+4%-—2y41=0; 

14.6. 4x? + 4y? — 16x + 36y — 3 = 0; 

14.7. 2+y2 +2 —4y4+6=0; 

14.9. 2x2 +32 + 8x — 6y + 15=0. 
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/3 
14.9. Sá se arate cá punctele Ala + 1, b), Aja + t, d+ z] , 
v2 


Asla + > 644) : Ada trbt v2 | se gäsesc pe um cerc. 


14.10. Sá se afle ecuafia cercului circumscris triunghiului de laturi 
(Dj) 2x — y —1=0, (D x+y —5 =0, (Dj) % + 4y —5=0, 


14.11. 1? Sá se gáseascá ecuafia cercului care trece prin punctele 
A(l, —3), B(—2, 4) si are centrul pe dreapta 9x — lly—5=0. 
2° Se cer ecuaţiile tangentelor la cerc in A si B, ce poziţie au aceste 
tangente una fata de alta. 


14.12. Sa se afle coordonatele punctelor de intersecţie dintre dreapta 
3x — 2y + 3=0 şi cercul x + y! — 4x + By — 12 = 0. 


14.13. Să se determine A asa fel ca dreapta 4x — 3y +A=0 să 
fie tangentă la cercul x? + y? — 6x + 8y = 0. 


14.14. Se cere ecuafia cercurilor care trec prin punctele A(5, —2), 
B(—1, —2) si sint tangente dreptei x — 3y +5 = 0. 


- 14.15. Sá se scrie ecuaţiile tangentelor la cercul x? + y? — 4x + 
+ 6y — 23 = 0 paralele cu dreapta 3x — 2y + 25 = 0. 


14.16. Să se scrie ecuaţiile tangentelor la cercul x? + y? — 4x — 
— 9 — 0 perpendiculare pe dreapta 12x + 5y — 50 = 0. 


14.17. Se cere ecuafia cercului cu centrul in punctul (3, 1) si 
tangent dreptei de ecuație 3x + 4y + 7 — 0. 


14.18. Se cere ecuaţia cercului cu centrul în punctul o(—2, 5) şi 
tangent cercului x? + y? — 4x — 4y —1=0. 


14.19. Se cer ecuaţiile cercurilor tangente dreptelor de ecuafii 
X + 5y — 2 = 0, 5x —y+ 3 = 0 ale căror centre se află pe dreapta 
x+y-—a=0. Să se determine a astfel ca aria cercurilor să fie 
egală cu nr?. 


14.20. In cercul de centru O si razä r, fie AA ı un diametru fix. 
Tangenta la cerc intr-un punct variabil M taie tangentele la cerc 
duse in A si A, respectiv in T si T,. Fie B intersectia lui TT, cu 
AA, si C respectiv D intersecțiile tangentelor AT şi A 17, cuA,MsiAM, 
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iar P si Q intersecțiile lui CD şi AA, cu perpendiculara din M pe 
AA. Notám cu N intersecția lui CD cu A4,. Sá se arate cá: 1° pro- 
dusul AT - A,T, = const; 2? unghiul TOT, = 90°; 3° AC - A,D = 
= 4r;4* MP = MR;5*CDsiTT,setaiein B pe A4,; 6? tg AOD - 
- tg A,OC = 4; 7? Se cere locul geometric al punctului de intersecție 
al perpendicularei in B pe AA, cu OT. 


14.21. Fie cercul (C) de ecuație x? + y? — a? = si bisectoarele 
-axelor (D) si (D'). 1° Fie punctul M e C si (Ox, OM) = 6. Care sînt 
coordonatele lui M ? Sá se scrie ecuafia tangentei MT la cerc. 2? MT 
taie D si D' in A si B. Sä se arate cá ecuafia cercului T de diametru 
AB este (x? + y?) cos 20 — 2ax cos 0 + 2ay sin 0 = 0. 3° T taie 
axele in I si J distincte de O. Sá se arate cá dreapta IJ este un dia- 
metru la I’ perpendicular pe AB. 4° Să se determine 0 asa fel ca raza 
lui I să fie egală cu 2a. 


14.22. Sá se arate cá oricare ar fi A cercurile x?-- y? —2 Ax — Ay + 
+ 33 — 0, sint tangente axei Ox si unei alte drepte ce trece prin 
origine. 


14.23. Se cer ecuafiile tangentelor duse din punctul P(1, —2) la 
cercul x? + y? + 4x + 6y 4- 8 — 0. 


14.24. Sá se afle coordonatele punctelor din intersectie dintre 
cercurile 


x + y? — 6x — 2y — 15 = 0, 9x? + 9y? + 6x — 6y — 27 = 0. 
14.25. Sá se arate cá cercurile x? + y? — 25 = 0, + y? + 2x + 


+ 6y — 35 = 0, şi x? + y? — 3x — 9y — 10 = 0 fac parte dintr-un | 
fascicol de cercuri. 


14.26. Se cere ecuația cercului care trece prin punctul A(2, 1) si 
are axa radicalá comuná cu a cercurilor 


(x — 22 + (y—12?—9=0, (x + 1? + y? —4-—0. 
14.27. Sá se afle ecuatia cercului dedus din fascicolul 
e+ y — 4x — 3 + k(x? + y? — 4y — 3) = 0 


a cärui centru este pe dreapta x — y — 4 — 0. Sá se scrie ecuafia 
tangentei la cercul obfinut in (1, —4). 
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14.28. Sá se afle unghiul sub care se taie cercurile 
x*-py$—4x —120, *4+y-—2y—9=0. 


14.39. Se dà familia de cercuri 


x? + y? — 2(2m? — 1) x — 2(m — 2) y 4- 1 — m — 0. 

1? Se cere locul geometric al centrului cercurilor; 2? Sá se deter- 
mine o valoare întreagă pentru m astfel ca aria patratului înscris 
in acest cerc să fie 100 42. 3° Sá se afle coordonatele punctelor de 
sprijin ale patratului pe cerc, laturile lui fiind paralele cu axele de 
coordonate. 


14.30. Se cere locul geometric al centrelor cercurilor 
a2 + y? — 2(m — 3) x + 4(2m* — 1) y + 7 — 4 — 0; 


a? + y? — 2mx — 2[(1 + V2) m + 1] y + (34+ 242) m? + 
+ 2(1 + V2) m + 3 — 242 — 0, 


sa se afle la fiecare cerc raza. 


14.91. Sá se afle locul geometric al centrului cercului circumscris 
triunghiului de virfuri A(« — 2,0), B(x —2, « — 2), C(O, a — 2). 


14.32. a fiind un parametru variabil, sá se afle locul geometric al 
centrului cercului circumscris triunghiului care are ca ecuaţii ale latu- 
rilor pe x+y+a=0, x—y+a=0, 2x+ y—a=0, 


14.33. Se dă cercul de ecuaţie 
x? + y? — (1 + cos o)x + (1 + sina)y — 1 = 0. 


Se cere: 1? Sá se afle locul geometric al centrului cind «variazá. 
2° Să se arate cá oricare ar fi a, originea axelor de coordonate este 
interioará cercului. 


14.34. Fata de un sistem de axe ortogonale Oxy, se ia pe Ox un 
punct fix A, iar pe Oy unul mobil B, iar pe perpendiculara pe Ox in 
A se ia punctul C asa fel ca AC = 20B. Se cere sá se afle: 1? locurile 
geometrice ale proiectiei originii si apoi a lui 4 pe BC. 2? Sá se arate 
cá dreptele BC trec printr-un punct fix. 


14.35. Sá se afle locul geometric al punctelor din care cercul x? + 
+ y? — 7? = 0 se vede sub unghiuri dreptei. 
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_ 1436. Într-un plan, o bará se mișcă trecînd prin un punct fix A, 
iar cealaltă extremitate M mobilă pe un cerc de rază 7, să se afle 
locul geometric al mijlocul segmentului AM. 


14.37. Un mobil se mișcă sub acțiunea unei forțe pe cercul x? + 
+ y? — 4x + 10y + 4 — 0. În momentul cînd mobilul ajunge în 
punctul (—2, —2) acțiunea forței se întrerupe. Ce traiectorie va urma 
mobilul în continuare? 


14.38. Într-un cerc dat fie AB un diametru fix, o secantä variabilă 
perpendiculară pe AB taie cercul în P şi Q. Se cere locul geometric 
al punctului de intersecție al dreptelor AP cu BQ. 


14.39. In raport cu sistemul de referinfä xOy se dau punctele 
B(—1, 0) si A(a, 0) prin care trec dreptele D, si D, inclinate de unghiu- 
rile a si 2« față de axa Ox, fie M punctul comun dreptelor: 

1? S& se gáseascá ecuatia curbei descrisá de M cind « variazä 
si s& se construiascä curba. 

2° Oricare ar fi valoarea lui «, să se arate cá AM = AB şi ca per- 
pendiculara ridicatä in M pe dreapta D, trece printr-un punct fix, 
ale cärui coordonate se cer. AA 

3° Sá se calculeze aria triunghiului BAM, intü in functie de laturile 
AB, AM si unghiul cuprins intre ele si apoi in functie de coordonatele 
vârfurilor triunghiului. Din compararea celor două valori ale ariei, 
să se deducă identitatea sin 2a = 2 tg a: (1 + tg? a). 


14.40. Se dă un cerc O de rază v şi un punct fix P în planul cercu- 
lui, OP =a; fie MN o coardă variabilă paralelă cu OP. Se cere: 
1° Să se demonstreze că MP? + NP? = constant; 2° La ce distanță 
de O trebuie dusă coarda MN pentruca aria triunghiului MNP să 
aibă o valoare dată s. Discuţie. Sá se calculeze unghiul u = x MPN 
cînd MN = v V2, iar a = 2r. 3° Sá se studieze variaţia ariei s cînd 
MN ia toate poziţiile posibile şi să se reprezinte grafic variaţia. 


14.41. Într-un cerc cu centru în O se consideră doi diametri perpen- 
diculari AB şi CD. Dacă M este un punct variabil pe cerc, se cere 
locul punctului P de intersecție al dreptei BM cu bisectoarea inte- 
rioará unghiului COM. 


14.42. Să se găsească locul geometric al mijloacelor coardelor unui 
cerc care trec prin un punct fix. 


* 
* * 
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14.43. Se dá elipsa de ecuație 25x? + 144y? — 3600 = 0. Sá se 
afle: 1° elementele ei (märimile axelor, coordonatele focarelor, excen- 
tricitatea) 2° Sá se reprezinte grafic. 3° Sá se arate cá tangentele la 


elipsă duse din punctul (7,2 V30) sînt perpendiculare. 

14.44. Să se arate că elipsele de ecuații 9x? + 25y? — 225 = 0, 
20x? + 36y? — 720 = 0 au aceleași focare. 

14.45. Pentru ce n dreapta x + 4y + n = 0 este tangentă elipsei 
93? + 165? — 144 = 0. 

14.46. Sá se afle ecuația tangentei in M,(3, 2) la elipsa de ecuaţie 
4a? + 9y2 —72=0şi in M, Fax vz] la Bx? + ay? — abè = O. 

14.47. Se cer ecuaţiile tangentelor duse din punctul M,(3, 4) la 
elipsa de ecuație 232 + 9? — 18 = 0. 


14.48. Să se scrie ecuaţiile celor două tangente la elipsa 32? + y?=3, 
paralele cu prima bisectoare. 


— + — — l = 0 cu dreapta definită de punctele( = = |. 


3 
a+b a+b 
ab? ab » 
at pa? a? + b? i 


14.50. Să se afle ecuația elipsei raportată la axele sale luate ca 
axe de coordonate, care este tangentă la dreapta 3x + 8y — 50 = 0 
în punctul M, (6, 4). 


14.51. Să se arate cá dreapta de ecuaţie 


b a — 
Vu +y Vu VB co 


este tangentă la elipsa bx? + a?y? — ab? = 0. Fie A si B punctele 
in care tangenta taie axele de coordonate, T punctul de tangenţă, 
iar Q piciorul perpendicularei de origine pe tangentá. Sá se arate 
cá AT — BQ. 

14.52. Sá se ducă la elipsa x? -+ 4y? — 9 = 0 o coardă, a cărei 
mijloc să fie punctul M(2, 1). 


14.53. Fie P, şi P, proiecţiile unui punct P al unei elipse pe axe. 
Tangenta in P la elipsă taie axele respectiv în T, si Ta. Să se arate 


că: 1° OP, -OT, = æ; 2° OP, -OT, = b. 
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14.94. Sá se arate cá produsul distanfelor celor douá focare ale 
ipsei sau hiperbolei la o tangentá variabilá este constant. 


14.55. Să se arate că locul proiectiilor unui focar al unei elipse pe 
ingentele variabile ale ei este cercul principal al elipsei. 


14.56. O tangentá variabilá la o elipsá taie tangentele duse in extre- 

útáfile B si B’ ale axei mici in punctele P si Q. Sá se arate cá: 
° BP . B'Q = const. 2? cercul de diametru PQ face parte dintr-un 
iscicol de cercuri, avind ca axä radicalä pe BB’. 


14.57. O tije de lungime constantá l alunecă pe capetele, pe două | 
ine perpendiculare. Sa se afle locul geometric descris de un punct 
| de pe tije aflat la distanța a de extremitatea A. 


* 
* * 


14.58. Să se afle elementele hiperbolei de ecuaţie 9x? — 16y? — 144=0. 


14.59. Sá se afle ecuafia redusă a hiperbolei care trece prin punctele 
1, (4V2, 3), M,(4\3, 3 V2). Să se afle ecuațiile tangentelor la 
iperbolä in aceste puncte. 


14.60. Să se scrie ecuaţia redusă a hiperbolei în următoarele cazuri : 
© are focarele F,(—3, 0), F(3, 0) şi axa AA, =4; 2° FF, = 3, 
SB, = 4; 


14.61. Să se scrie ecuaţia redusă a hiperbolei daca 
AA, = 2N6 şi M(2V2, 1) este pe hiperbolä. 
14.62. Sá se arate cá dreptele x + y — Va? — b? = 0 sint tangente 
1iperbolelor ` 


x? y? 1 0 A x? y? 
— — — — = 1 — — ——1- 
a? b? i rar 


14.63. S& se afle coordonatele punctului de tangenfä al dreptei 
(1 + sin e)x + (1 — sin a)y + cos « — 0. cu hiperbola echilaterä 
4xy = 1. 


14.64. Sá se afle ecuafiile tangentelor duse din punctul (2, —1) 
la hiperbola 3x? — 4y? — 12 = 0. 
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14.65. Sá se determine ecuafia redusá a hiperbolei care este tan- 
genta dreptelor 4x — 5y = 0 si 20x + 7y — 96 = 0. 


14.66. Sä se afle ecuafia redusá a unei hiperbole stiind cá tangenta 
si normala într-un punct au ecuațiile 3x + 10y — 75 = 0, 10x — 3y — 
— 32 — 0. Sä se afle punctul de tangenfä. 


14.67. SÁ se scrie ecuafiile tangentelor la hiperbola 9x? — 4y? — 
— 36 = 0, paralele cu dreapta 5x — 2y — 1 = 0. 


14.68. Sá se arate cá hiperbolele 2x? — 3y? = 1, 3y? — 2x2 = 1 
sînt conjugate. Să se reprezinte grafic. 


y? 
25 — m 9 — 
se determine mulfimea valorilor lui m pentru care aceastá ecuafie 
reprezintä elipse sau hiperbole. Sá se arate cá conicele de mai sus au 
aceleasi focare. 


14.69. Se considerá ecuafia — ] = 0. Se cere să 
ı 


14.70. Să se arate cá într-o hiperbolä echilaterä lungimea normalei 
într-un punct M ((x,, Yo) este egală cu distanţa de la M, la centrul ei. 


14.71. Să se arate că aria triunghiului format de o tangentă oarecare 
la o hiperbolă si de asimptotele ei este constantă. 


14.72. Să se arate că mijlocul segmentului determinat de o hiper- 
bolă dintr-o dreaptă este același cu mijlocul segmentului determinat 
de asimptote cu aceiaşi dreaptă. 


14.73. Să se afle locul geometric al punctelor de unde se pot duce 
tangente perpendiculare la o elipsă, hiperbolă şi parabolă. 


14.74. Pe Ox se ia punctul variabil M iar pe Oy punctul variabil N, 


astfel ca aria triunghiului OMN să fie constantă si egală cu A? Să 
se afle locul geometric al mijlocului segmentului MN. 


14.75. Să se afle locul geometric al punctului astfel că raportul 


distanțelor lui la punctul F(2, 0) şi dreapta 2x — 3 = 0 să fie egal 
cu 2:73. 


14.76. Pe hiperbola y = — fie punctele M,, M,, M, de abscise 
Xx 
2, —1, 1. Dreptele M, My, M, M, şi M,M; taie axa Ox in punctele 
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A, B, C, sá se arate cá dreptele care trec prin aceste puncte gi sint 
perpendiculare respectiv pe dreptele date sint concurente. 


14.77. Se dau conicele 9x? + 16y? — 1 = 0, 400x? — 2257? — 7 = 0; 
1° Sá se arate că ele se întretaie în patru puncte așezate pe un cerc. 
2° Tangentele la cele două curbe în fiecare din punctele lor de inter- 
secție sînt perpendiculare. 


14.78. Ce curbă descrie punctul de coordonate x = a ra y= 


1—¿ 
2t 


1—a? 


=b t fiind un parametru variabil şi = + 1. 


* 
* * 


14.79. Sá se scrie ecuafia unei parabole raportatá la axa Ox ca axa 
de simetrie si Oy ca tangentä in virf in urmätoarele cazuri: 1° are 
focarul in F(2, 0); 2° trece prin punctul (1, 2); 3° directoarea are 
ecuația x = — 5:2. 


14.80. Să se afle ecuaţia tangentei la parabola 4y? = x in punctul 
de abscisá x = 4. 


14.81. Ce poziție are dreapta x +y+1=0 fafa de parabola 
y = 4x. 


14.82. Să se scrie ecuaţiile tangentei si normalei la parabola y? = 4x 
in punctul de ordonatä 2. 


14.83. Sá se determine fp astfel ca dreapta 2x — y + 2 = 0 să fie 
tangentă parabolei y? = 2px. 


14.94. Să se afle ecuaţiile tangentelor duse la parabola y? = 4x 
din punctul (4, 5). 


14.95. Să se arate că o tangentă variabilă la o parabolă taie direc- 
toarea şi perpendiculara dusă prin focar pe axa ei în puncte echidis- 
tanfate de focar. 


14.86. Să se arate că ortocentrul triunghiului format de trei tangente 
la o parabolă este situat pe directoarea parabolei. 


14.87. Să se arate că dacă o coardă AB este normală în A la o 
parabolă cu vârful în O şi dacă OA şi OB sînt perpendiculare atunci 


AB = 304. 
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14.88. Tangenta intr-un punct M al unei parabole taie tangenta 
in virf în N. Prin N se duce paralela la OM si prin O paralela la 
tangenta in M. Sa se afle locul geometric al punctului de intersectie 
al acestor paralele. 


14.89. Să se arate cá locul geometric al simetricului focarului fata 
de tangentele variabile la o parabolá este directoarea ei. 


14.90. Fie 4 si B douá puncte pe o parabolá simetrice fafá de axa 
ei. Fie M un punct variabil pe parabolä, sä se afle locul geometric 
al ortocentrului triunghiului ABM. 


14.91. Se dá parabola y? — 25x. Fie A', B', C' respectiv intersec- 
tile tangentelor in punctele A, B, C de ordonate respectiv a, b, c 
la parabolä. 1° Sá se calculeze coordonatele virfurilor triunghiurile 
A'B'C' şi să se verifice cá in valoare absolută avem aria ABC = 
= 2 aria A'B'C'. 


14.92. Să se arate cá parabolele y? = 25 [s + Al y?=2p E - x), 
sint ortogonale. 


14.93. Se consideră parabolele y?—2ax=0, y? — 25x — 0. O 
dreaptä arbitrará dusá prin originea axelor intersecteazá, a doua oará, 
cele două parabole in A si B. Să se arate cá tangentele in A si B 
sint paralele. 


14.94. Pe parabola y? = 26% se consideră punctele fixe A si A, | 
de la intersecfia sa cu dreapta x = a si punctul mobil B de ordonatá 
B. 1° Să se afle aria triunghiului AA,B şi să se studieze variaţia sa 
în funcție de ß. 2° Să se afle locurile geometrice ale centrului de 
greutate şi ortocentrului acestui triunghi. 3° Să se determine aria 
cuprinsă între parabola dată și curba găsită ca loc geometric al cen- 
trului de greutate, situat la stînga dreptei x = a. 


15. PROBLEME ASUPRA CONICELOR 


15.1. Ce devine ecuaţia + 3y — 2 = 0 dacă originea se transla- 
tează în O, (2, 1). 


15.2. Care vor fi noile coordonate ale punctelor A (1, 2), B(—1, —2), 
C(1, —2) dacă se face o rotaţie de axe de unghi « dat de tg « = 3: 4. 
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15.3. Se dä ecuatia x — y — 2 = 0. Sá se facá o translatie si rotafie 
de axe așa fel ca ecuaţia dată să ia forma Y = 0. z 


15.4. Pentru ce unghi «, prin rotafia axelor de coordonate, termenul 
in x’y’ dispare din ecuaţia 34? — 2xy + 3? — 14x + 10y + 11 — O. 

15.5. Fata de un sistem de axe rectangulare se considera conica 
de ecuație 2x? — 5xy — 3y? + 4x — 3y +7 — 0. Sá se determine 
unghiul « de rotatie al axelor in jurul lui O astfel ca ecuatia sá nu 
conțină termenul in y”. 

15.6. Sá se arate cá orice ecuaţie de forma xy + ax + by --c— 0 
poate fi redusă la forma xy = k alegind un nou sistem de axe paralel 
cu cel initial, se cere œ. 
ki. 

15.7. Se dau punctele M,(x,, yı) si M.(%2, Yə) ale căror coordonate 
după rotația axelor cu unghi « devin (X, Yı) si (X, Yo). Să se 
arate că ya — x,y, = X,Y, — XY.. 

15.0. Se dau punctele M,(x,, yi), Mal*a, Va), Ma(xs, Ys), ale căror 


coordonate după rotația axelor de unghi « devin (X,, Y,), (X, Y 2) 
(X5, Ya). Sá se arate cá 


Sä se arate cá ecuatiile urmátoare reprezintá douá drepte 
15.9. 343? — 5xy = 0; 15.10. x? — 3442 =0; 
15.11. x?— 3xy + 2y? = 0; 1542. x? + 4xy + 45-0, 
15.13. 2x2 + 3xy — 5y? = 0; 15.14. x? — (2x + y)? = 0. 
Ce reprezintă ecuațiile 

15.15. 2 4- 5? = 0; 15.16. 3x? 4 2xy + y? — 0; 
15.17. x? + xy + y = 0. 


Folosind metoda restringerii de patrate, sä se afle natura si ele- 
mentele principale ale conicelor (centru, axe, focare, excentricitate) 
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15.18. x? -+ 4y— 2x — 16 -- 1-0; 
15.19. 4x2 — Oy? + 12x + 12y — 31 = 0; 
15.20. 9x? + 45? + 30x — 12y — 2 = 0; 
15.21. 73? — 95? + 28x + 18y — 44 = 0; 
15.22. y? — 6x — 10y + 19 =0; 

15.23. 4x? + 4x + 3y— 2 =0; 

15.24. 4x? — y + 4+ 4y—3=0; 
15.25. 4x* + y? — 44+ 4y4+5=0. 


w 


Sá se arate cá ecuațiile următoare reprezintă două drepte reale 
sau imaginare 


15.26. 2 + 4xy + 3y — x— y=0; 

15.27. 2+ y +2x+1=0; 

15.28. x? — 2xy + y? + 6x — 6y4+8=0; 

15.29. 24? + xy — y— 7x+ 8y—15—0; 
15.30, #2 — 4xy + 4y* + 6x — 12y +9 — 0; 
15.31. 4x? + 4xy + 5?* — 12x — 6y - 5-0; 
15.32. x? + 2xy + y+ax+ ay —2a2=0; 
15.93. x? — 2axy + a’y? — x + ay = 0. 


Pentru ce valori ale lui ecuaţiile următoare reprezintă două 
drepte, să se dea ecuaţiile dreptelor 


15.34. 4x? + 4xy + my? —1=0; 
15.85. x? + xy— 2x 4+ my =0; 
15.36. x? -+ xy — 2x + my —0; 
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13.37. m?x? + (1 — m)y? — (2 + m) = 0. 


15.38. Pentru ce valori ale lui m şi n ecuaţia 
23? + (2m — 1)xy + ny? + 2(2n — 1)x + (1 — mn)y + n + 2=0 
reprezintá douá drepte perpendiculare. 


15.39. Pentru ce valoare a lui m ecuafia 
mx? — 3xy + (m — 1)y? + 2x + (8 — 2m)y + m—2=0 

reprezintá douä drepte. Sá se afle unghiul dintre drepte si punctul 
lor de intersectie. 

Să se determine natura conicelor precum si ecuaţia lor redusă: 

15.40. 53? + 8xy + 5y! — 18x — 18y + 9 = 0; 

15.41. 733 — 6xy— y2— 2x + 10y — 1 =0; 

15.42. x? + 4xy + 4y?+ 2x— y—1=0; 

15.43. 5x? + 1092 — 20V5x + 40 V5y = 0; 

15.44, 2x? — 2xy + y! — 2ax — 2ay + 44? = 0; 

15.45. 243? + 3xy — 2y Lx + + 9=0; 

15.46. 32 — 2xy + 3y?— 14x + 10y + 11 — 0; 

15.47. 4x2 + 24xy + 115? + 16x — 2 —29 — 0; 

15.48. 9x? — 24xy + 16? — 16x — 12y — 4—0; 

15.49. 343? — 6xy+ 3y? — 2x —4y =Q. 


15.50. Se considerá familia de conice 


x? + 2xy + my? — 3x — my = 0 


Se cere: 1° sa se afle punctele fixe ale fascicolului de conice ; 2° pentru 
ce valori ale lui m ecuafia reprezintă drepte, să se afle ecuaţiilor lor; 
3° sä se discute natura conicelor in raport cu parametrul variabil 
m E R, indicindu-se intervalele in care ecuafia reprezintá elipse, 
hiperbole si parabole; 4° pentru ce m avem hiperbole echilatere; 
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5? inlocuind in ecuatie valoarea lui m gásitá pentru ca ecuafia sa 
reprezinte parabole, sä se afle ecuafia axei, a tangentei in virf si apoi 


coordonatele virfului; 6? sä se afle ecuafia tangentei in origine la 
T 


parabolă. 
15.51. Sä se studieze natura conicei de ecuație 
mx + 4xy + (m — 3? + 10x + 3 = 0, mER. 


Să se afle apoi locul geometric al centrului conicei. 


15.52. Se dá familia de conice x? — xy + 4y? + ax +by +ce=0,. 


1° Să se afle ecuația conicelor (C) ale familiei care au centrul in punc- 
tul (3,1). 2° Să se arate că printre conicele (C) există o conică (C,) 
tangentă axei Ox. Să se dea natura conicei si coordonatele punctului 
T de tangenfä cu Ox. 3° Să se scrie ecuația celeilalte tangente dusă 


din origine la (C,) determinindu-se coordonatele punctului T, de | 


tangenfä. 
15.53. Sä se afle locul geometric al centrului conicelor 
1? x? — 2mxy + my? — 2x —2y4+1=0; 
2° x — 3xy — y! — mx + (n —1)y + 1=0. 


15.54. Să se afle coordonatele punctelor de intersecţie dintre conica 


x? — 3xy + 2y? — 8x + 3y = 0 cu dreapta 2x + 3y — 5 = 0. Sá se 


scrie ecuaţiile tangentelor în punctele de intersecție. 


15.55. Să se afle coordonatele punctelor de intersecţie ale conicei 
y? — 4x + 8y+12=0 cu dreapta definită de A(1, 3), B(5, —3). 


15.56. Se cer ecuaţiile tangentelor la conica 
3x2 + 3xy + 2y? — 9x —8y+6=0 
paralele cu dreapta 3x + 2y + 4 =0. 


15.57. Să se afle ecuaţiile tangentelor la conica 2%? + y? — 3x — 
— 8 — 0 duse din punctul (1, —3). 


15.58. Se dau puncte M,(0, 1), M,(1, 0), M4(—2, —3), M 3, = z) ; 


M,(—3, —2); 1° Sá se scrie ecuafia conicei care trece prin aceste 
puncte ; 2° Se cere natura conicei; 3? Sá se scrie ecuaţia tangentei 
la conică in M,. 
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15.59. Se cere ecuafia conicei tangentä axelor de coordonate in 
punctele A(1, 0), B(0, 2) şi trecînd prin punctul C(1, 1). 


15.60. Sä se afle ecuafia familiei de conice care trec prin punctele 
M,(1, 0), M,(0, 1) si sint tangente primei bisectoare a axelor de coor- 
donate in M s(1, 1). Sá se afle apoi locul geometric al centrelor acestor 
conice. 


15.61. Se dau punctele A (3a, 0), B(0, 3a). Se cere: 1° Sá se deducä 
ecuaţia conicei circumscrisă triunghiului OA B, avînd centrul in cen- 
trul de greutate al triunghiului. 2° Să se determine natura conicei 
şi ecuația ei redusă. 


15.62. Să se afle ecuaţia conicei tangente axei Oy în punctul P(0, 3) 


şi care taie axa Ox în punctele A(3, 0) şi B(7, 0) şi mai trece prin 
punctul C(2, 1). Se cere natura conicei. 


a * 


Ce conice reprezintä ecuatiile parametrice 


15.63. x= lett}, ya): 


15.64. x = 2a cos? t, y = a sin 2t; 


2 2 
15.65. y 7 0261 xm 2(t ndn m 


241 sd 
15.66. x = a sin é, y = b sin (t + c). 


* 


15.67. Sá se construiascá punctele M, [= 3, = , M, [2 ij , 
M, | — 2, =). 


15.68. Să se arate că punctele P(p, 0) si Q(p, —9) sînt simetrice 
fata de axa polară. 


15.69. Sá se arate că punctele A(—p, « — 0) şi B(p, 0) sînt simetrice 
în raport cu axa polară. 
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et Sá se afle coordonatele polare ale punctelor A(2, 1), B(4, 5), 
C(5, —12). 


15.71. Sa se scrie coordonatele carteziane ale punctelor P[s, 3 , 


o[-3, = |, RG, x). 


Să se transforme ecuaţiile următoare în coordonate polare 
15.72. V3x — y = 0; 15.73. y +2=0; 15.74 2 +y = 4; 
15.75. x? + y — ay = 0; 15.76. xy = k; 15.77. x — y = a. 


15.78. Cum sínt dispuse punctele ale cáror coordonate polare satis- 
fac una din următoarele ecuații 


1° p=2; 2° p=a; 3 0=0; 4° 0== 


15.79. Să se afle ecuaţia generală a cercului în coordonate polare. 


15.80. Să se arate că lungimea / a unui segment de dreaptă unind 
două puncte M,(pu, 81), Ma(pz, 02) este dată de 2? =p? + pi — 
` — 20,0, cos (0, — 02). Aplicaţie. M,|2, 5; Zi, M [1 uL 

15.01. Sá se scrie in coordonatele carteziene p= TESTS ŞI 

— € COS 
p? = a? cos 20. 

15.82. Pentru a echilibra un corp greu P care se aflä pe un plan 
inclinat care formeazá cu planul orizontal unghiul «, trebuie folositä 
o forță Q = P sin a (fig. 15.82). Această forță Q de echilibru, pentru 
aceiaşi greutate P depinde de unghiul de inclinare. Sá se exprime 
grafic această relație folosind coordonate polare. 


Să se reprezinte grafic curbele 


15.83. o = asin 0; 15.84. o = asin 30; 
15.85. o = " ; 15.86. p = a(1 + cos 0) ; 


ce 


15.87. ot = Det cos 20; 15.88. o = 


Fig. 15.82 in care a, e, c sint constante. 


——r 
1 — ecos 6 
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16. ALGEBRA VECTORIALA 


16.1. Fie AD, BE, CF medianele unui triunghi ABC si G centrul 
de greutate. SA se arate cä oricare ar fi punctul O din plan avem: 
1° GA --GB -- GC =0; 2°04 +0B + 0C = 306. 


16.2. Sá se arate cá intr-un paralelogram suma pátratelor diagona- 
, lelor este egală cu suma pătratelor laturilor. 


16.3. Fie 7 intersecţia diagonalelor unui paralelogram ABCD Şi M 
un punct oarecare din planul său, să se arate că MA + MB + MC + 
+ MD = AMI. 


16.4. In tetraedrul ABCD fie G,, G,, G3, G, centrele de greutate 
ale triunghiurilor BCD, CDA, DAB, „ABC. _Să se arate că: 1 AB + 
+ AC + AD = 3AG, ; 2? AG, + BG, + COP DO, = Q. 


16.5. Să se scrie vectorul de poziție al punctului M(—2, 3, 4) si 
vectorul determinat de punctele A(1, 2, —3), B(2, —3, 4). 


16.6. Sá se arate cá vectorii PA = i 2j — 3k, V, = 2i —j + 
+ 2k, v = 3i — 4j + 7k sint liniar dependenți. 


16.7 a. Fie ud, 2, 3), v,(3, —2, 1), va(—1, 1, —4) sá se calculeze 
v= 2v, == 3v, + Vs. 


16.8. Se dau _vectorii vi = + 27 + 3k, D= 2% — 2j + 9k. Sa se 
calculeze o, + Ve si v, — Da. Ce poziţie au vectorii obținuți 


16.9. Să se determine x şi y aşa fel ca (2% + y — 3) o + 
+ (2x — y — 1) v, =0. 


16.1 10. _Pentru ce valori ale lui m vectorii 7 = 9i — j + 3k, 0, = 
= mi — 7 + 3k sint: 1° echipolenfi; 2° paraleli. 
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16.11. Un vector v de mărime v face cu axele de coordonate Ox - 
si Oy unghiuri de 60°. Se cere sä se afle: 1? componentele scalare ale 


vectorului; 2? unghiul dintre v şi axa 0z; 3° versorul lui v. 


16.12. Se dau doi vectori perpendiculari OA si OB de modul a. 


Sá se gäseascä distanta rezultantei lor OR de un punct M situat pe 
prelungirea RB, la distanța de 2a. 


16.13. Se dau punctele A(2, 3, —4), B(4, —1, 2) sä se afle compo- 
nentele scalare ale vectorilor AB si BA. 


16.14. Se dau vectorii v, = i+ 2j + 3k, o, = 2% — 3j + k, 2; = 


> > — — 
= 31 — j + 2k sá se exprime ?, j, k in funcție de 0,, Ve, Va. 


16.15. Sá se arate cá punctele A(3, 10, 0), B(—3, 6, 1), C(0, 2, 3), 
D(6, 6, 2) sint virfurile unui dreptunghi. 


16.16. Sá se afle unghiul dintre forfele de márimi f, = 2a + 1, 
fo = a? — 1, dacă rezultanta lor are mărimea 7 = a+az+l. 


16.17. Sá se afle mărimea rezultantei forțelor de mărime f, = 2a+3, - 
fe = ala + 3) ştiind că fac între ele unghiul 7: 3. 


16.18. Fie 7, l Us, sa se calculeze (v, — 29,)*. 


> 24 42) 


16.19. Sä se calculeze |? — E 


16.20. Sä se demonstreze in douá moduri cá triunghiul de virfuri 
A(4, 2, —3), B(—2, 8, —3), C(—2, 2, 3) este echilateral. 


— > 


16.21. Se dau vectorii a(1, 0, —2), 5(0, —3, 4), c(—5, 6, 0). Să se 


determine m gi n astfel ca vectorul d = a + mb + nc să fie: 1° per- 
pendicular pe planul yOz; 2° egal înclinat față de axe. 


16.22. Sá se afle produsul scalar al vectorilor 
Xo d eic GR Canes d D e 
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=> > 


= bi — aj sint per- 


= 


16.23. Sá se arate cá vectorii v = ai + 
` pendiculari. 


1 


16.24. Sá se afle márimea si versorul vectorului v= 3i 4- 4j + 12k. 

16.25. Fie A(2, 2, 8, B(—5, 6, —4) să se afle mărimea vectorului 
AB. 

| 16.26. Sä se afle unghiurile dintre vectorii 


- — 


1° 37, =i + j—4k, v= ¡—2+2k; 


8 


2959 =i t+ 2j— k, %=%4- j+ 
16.27. Pentru ce valoare a lui m vectorii 7, = mi + 2j + [3 Ja = 
-; + mj — 3k sint perpendiculari. 
16.28. Se dau punctele A(3, 2), B(5, 3), C(1, 6) să se arate analitic 
si vectorial cá AB si AC sint perpendiculari. 


16.29. Se dau punctele A(—1, 2, 3), B(1, 1, 1), C(0, O, 5) să se 
arate cá AB | AC. 


16.30. Se dau vectorii v, =t +7 — 2k, v, — i — j -- 9b, să se 
calculeze mărimile vectorilor prev, şi przv,. 


16.31. Se dau vectorii v, = 3i — 6j — k, v, = i + 4j — 5k, v, = 
= 31 — 4j + 12k, să se calculeze pro(v, + və). 


16.32. Se dau vectorii v,(1, —3, 4), V.(3, —4, 2), Va(—1, 1, 4), să 
se calculeze pr 


gx 


* 
* * 


16.33. Sá se afle produsul vectorial al vectorilor 
n=3+3-k, n=] +k. 
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16.34, Fie o = i— 2; + 4k, x = —2i + 4k să se calculeze märi- | 
mea vectorului (2v, — v) X (v, + 2v,). | 


16. 3o. Sa se afle aria paralelogramului construit cu vectorii v, = 
= 2 —j +, „=i+—k si apoi vers o, x Da. 


16.36. Se dau punctele A, B, C sá se arate cá vectorul 
OA x OB + OB x OC +0€ x OA 
este perpendicular pe planul determinat de A, B si C. 


* 
* * 


16.37. Sá se arate cá vectorii 
v = —i--83j--2À, v, — —i— 6j -E 2k, v, = —8i + 12j + GR; 
a=14+ 243%  b—95--8j-- 4E, c=% +4 + 5k, 
sint coplanari. Sá se arate cá sint si liniar dependenfi. 
16.38. Pentru ce valori ale lui m vectorii 
A= TI 4 mk, momit n=i+ mtk 
sint coplanari. 
16.39. Pentru ce valoare a lui m forfele 
=+] +k, R-2£-83 mE heitjtmk 
sint coplanare. 
16.40. Sá se arate cá vectorii 
v, = —ai — bj + (a + b)k, va= —bi + (a + 0) j — ak, 
= (a + b)i — aj — bh, 
sînt coplanari. 
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16.41. Cind vectorii urmätori sint coplanari 
= (a + 997 — a — BR, wa = — (a — bj + af + bth, 
w, = 2abi +3 +. 
16.42. S& se calculeze produsele mixte | 
ETA, ELÄ ERD 6A. 
16.43. Se dau vectorü 
d, =A +7 — 3k, v, — 4 — 8j +2, vy=—H+WB+R. 
Se cere: 1? volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori ca 
muchi, 2° aria triunghiului construit pe 7, si Ve ca laturi. ^ 


16.44. Sá se calculeze volumul tetraedrului de virfuri 
A41, 1, 1), 42(—1, 1, 1), As(1, —1, 1), Aa(1, 1, —1). 
16.45. Sá se arate că punctele A(2, 3, 4), B(3, 4, 2), C(4, 2, 3), 
D(2, 4, 3) sint coplanare. 


a *¢ 


16.46. Fie at G+ c 9, =4 +k, v4 = 5i 4-9j — 7k, să 


se calculeze v, X (va X vg). 


> = - 


16.47. Să se arate că dacă a x b=c x d, axc=b x d, atunci 
vectorii a — d si $ — c sint coliniari. 


16.48. Sá se calculeze expresia 
(2a 4-3) x (6 — à) - (6 -- x (a 4-9). 
16.49, Sá se arate cá (a — i) x (a +3) = 2(a x b). 
16.50. Sä se arate cä dacä intre vectori necoliniari avem 
axb=bxc=cxa 


atunci a + $ +e — 0, adicá vectorii sint coplanari. Reciproca este 
la fel adevărată. 
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Sä se arate cä 
16.51. (ax 8) - (¢xdj=(@--6-d—(@-d)-@-d;: 


= 


16.52, [(a + 5) x (È+ ÀIC + a) = 2a 4- o); 


> = 


16.53. (ax S) -(ex d) --(ax )-(áx B -(axd (6 xdà-o. 


"m 


16.54. Să se deducá vectorial identitățile 
cos (b — a) = cos b cosa + sin b sina; 
sin? a + cos? a = 1; 
sin (b — a) = sin b cos a — cos b sina; 
cos 2a = cos? a — sin? a. 
= 


16.55. Utilizind egalitatea vectorialä (a x by? = qu — (a - 5)? sá 
se deducă identitatea lui Lagrange. 


16.56. Ştiind că a x b = b x c = c¢ X a să se demonstreze teorema 
sinusurilor. 


17. GEOMETRIE ÎN SPAȚIU. PUNCT. PLAN. SUPRAFEȚE 


17.1. Să se afle distanța dintre punctele A(1, —2, 3), B(2, —1, 1) 


17.2. Să se arate că punctele P,(—3,2, —7), P,(2, 2, —3), 
P, (—3, 6, —2) sînt virfurile unui triunghi isoscel. 


17.3. Sá se arate că punctele P,(7, 3, 4), P,(1, 0, 6), P,(4, 5, —2) 
sint virfurile unui triunghi dreptunghic. 


17.4. Să se afle coordonatele punctelor care impart segmentele 


A(—1, 4, —6), B(2, 3, —7) in raportul à = — 33i C(3, 4, 2), D(7,—6,4) 
in A=1:2. 
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17.3. Sä se afle coordonatele centrului de greutate al unui patru- 
later in spafiu in funcfie de coordonatele virfurilor sale. 


17.6. Se cere locul geometric al punctelor egal distantate de punc- 


' tele A(4, —3, 6) si B(2, —4, 2). 


17.7. Se dau punctele A(3, 2, —1), B(1, —2, 3). Se cere: 1° ecuafiile 
dreptei determinate de ele; 2° ecuaţiile parametrice ale dreptei AB. 


17.8. Să se arate că ecuaţiile x = 2+ A, y = 3 + 22, z = A repre- 


. Zintá o dreaptă. 


17.9. Se dau punctele A(4, —7, 3, B(—1, —2, —1), sä se afle 
coordonatele punctului A’ simetric al lui A in raport cu B. 


17.10. Pentru ce x şi y punctele A (x, y, 6), B(6, 4, —3), C(5, 2, 0) 
sint coliniare. In ce raport imparte C segmentul AB. Se cer ecuafiile 
dreptei suport. Care sint coordonatele punctului conjugat armonic 
a lui C in raport cu A si B. 


17.11. Se dau punctele A(3, —8, 6), B(6, —4, 6) sá se afle cosinugii 
directori. 


17.12. Folosind cosinusurile directoare sá se arate cá punctele 
P,(3, —2, 7), Pa(6, 4, —2), P,(5, 2, 1), sint coliniare. 


17.13. Să se arate cá punctele A(6, —6, 0), B(3, —4, 4), C(2, —9,2), 
C(—1, —7, 6) sint virfurile unui romb. 


17.14. Fie A(4, 3, —1), B(—2, 1, —4), C(3, 1, —3). 1° Se cer lungi- 
mile si cosinusii directori ai lui AB şi AC; 2? Sá se deducă un sistem 
de parametri directori ai bisectoarei unghiului BAC. 


17.15. Să se afle coordonatele centrului de greutate al triunghiului 


. A(8, 6, —2), B(7, —4, 3), C(—1, 4, —7). 


17.16. Prin punctul A(1, 5, —2) să se ducă o dreaptă paralelă la 
dreapta Et. 


17.17. Se dau douä direcfii de parametrii directori (2, —1, 3) si 
(—3, 4, 2). Sá se calculeze parametri directori ai unei direcfii care 
este simultan perpendiculară pe aceste două direcţii. 
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17.18. Se dau punctele AQ, 1, 1), B(2, 2, 1), C(2, 1, 2). Sá se arate 
că unghiul BAC este de 60°. 


17.19. Fie 4,(—1, 2, —3), A,(2, —3, 1), Ax(1, 4, —2). 1° Sá”se y 
arate că AAs este perpendicularä pe Ads. 2° Sá se afle aria triun- 
ghiului 4,4243 (două metode: analitic si vectorial). 

17.20. Să se determine A asa fel ca dreptele de ecuafii 


 ————— ee Ce ec, 
= — 


să fie concurente. Se cer coordonatele punctului comun. 
* 


* * 


17.21. Se cere ecuafia planului determinat de punctele (— 1, 2, 0), 
(8, —4, 1), (2, 4, 1). 


17.22. Sá se arate cá punctele M,(1, 1, —1), M,(—2, —2, 2), 
M;(l, —1, 2), M,(3, —1, 3), sint coplanare. Se cere ecuatia planului. 


17.23. Sá se determine A aşa fel ca dreptele de ecuaţii 


x41 y+3 z+5 x--1 y+1 z+1 


— eee eee Gun ees A o 
— 


1 A 3 3 4 5 


sá fie concurente. Sá se afle coordonatele punctului comun. Sá se afle 
ecuatia planului determinat de aceste drepte. 


17.24. Se cere ecuafia planului astfel cä piciorul perpendicularei 
duse din origine pe plan sá fie punctul (— ; 


17.25. Se cere ecuația planului care trece prin punctul M(1, —2, 3) 
si este paralel cu planul 2x — y + 3z — 4 = 0. 


17.26. Să se afle ecuația planului care trece punctul A a, 2, —3) 
si este perpendicular pe dreapta de ecuafii 


= — — — 
— = . 
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| 17.27. Se dä dreapta de ecuatii 
ax + (a + 1)y.+ (a +22 +a 4-8 — 0, 
ax + (a — 1)y + (a — 22 + a — 3 = 0. 
Sá se afle: 1° parametri director ai dreptei; 2° ecuațiile normalelor 
| duse din punctul P |a, 1 — a, —| la cele două plane; 3° sá se arate 


. cá dreapta dată este situată in planul de ecuație x +y+z+1= 0. | 
17.28. 1° S& se arate cä dreptele | 
(Dj) x— 2+2=0, (Dj) «+1 _y-3 z—1 


— — X m 
= 


y—22—120, 3. Eoo 1 
sînt concurente; 2° Sá se afle ecuaţia planului determinat de ele. 


lo Se cere er planului dererminat de punctul (1, 2, —3) 


17.30. Să se afle coordonatele po punctului A(2, 3, 1) pe 
dreapta x = t — 7, y = 2t — 2, z = 31 — 2 


17.31. Să se afle coordonatele punctului de intersecție dintre planul 
2x + y +z — 6 = 0 şi dreapta fo scc d x. 


17.92. Sá se afle coordonatele uus M' al punctului 
M(1, —2, 3) față de planul de ecuație 2x — y — 2z + 11 — O. 


17.33. Să se afle distanţa de la punctul M,(2, —1, —1) la planul 
16x — 12y +12 —4— 0 


17.34. Să se afle înălțimea piramidei VA BC corespunzătoare vir- 
fului V, unde V(1, 4, —2), A(0, —1, 1), B(3, 5, 1), C(1, —3, —1). 


17.35. Să se afle distanța dintre planele paralele 
x—2y+2-1=0, 2x— 4y + 2:-—1=0. 


17.36. Sá se afle ecuatiile planelor bisectoare ale planelor de ecuafii 
2x — y + 2z = 0, x + 2y — 2z — 6 = 0. 
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17.37. Se cere ecuafia planului determinat de dreapta 2x + y 
— 4 = 0, y + 2z =0 gi care 1° trece prin punctul (2, —1, 1); 2? ‘eats 
perpendicular pe planul 3x + 2y — 2z — 6 = 0. 


17.38. Se dau dreptele de ecuații r 
2x --y — 11-0 4x — 19y + 88— 0 
(Di) 2) | 


1° Să se arate că sînt concurente in P si perpendiculare. 2° Să se 
afle ecuația planului determinat de ele gi să se arate că planul este | 
perpendicular pe dreapta OP. 


17.39. Să se arate că dreapta de ecuații == Bar AIL IL este 


situată în planul 2x + 2y — z + 3 — 0. 


17.40. Prin dreapta de ecuaţii 2x — y + 3 — 0, x + 3y — zen. 
sä se ducä un plan care sä treacä prin origine. 


17.41. Sá se determine m asa fel ca planele x — y + z = 0, 3x — 
— y — z + m = 0, 4x — y — 22 + m = 0 să se taie după o dreaptă. 
17.42. Să se arate că dreapta de ecuaţii | 
5x — 3y + 2z — 5 = 0, 2 —y —— 1 —0 
este situată în planul 4x — 3y + 7z — 7 = Q. 


17.43. Se cere poziția planelor 
4x — 5y + 2z — 1 = 0, 3x — 3y + 2z — 2 = 0, 
5x — 6y + 4z —3 = 0. 
17.44. Se consideră familia de plane 
(P) 28 +) + (4a — 3)y + 22— 1=0. 
1° Sá se arate că ele trec printr-o dreaptă fixă ; 2° să se scrie ecuația 


planelor care trec prin una din axele de coordonate si sint perpen- 
diculare pe (P) 


17.45. Sá. se afle unghiul dintre planele 2x — y T z—1=0, 
u 
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17.46. Sá se determine m așa fel ca planele de ecuaţii 2x — y + 
+mz+5=0, mx--y —z-- 1-0 sá fie perpendiculare. 


.*. 


17.47. Ce reprezintä in spafiu ecuafiile 

1° #@—@=0; 2? x? + xy — 2x2 = 0; 

3° (x— 2? + 2y — 1? + 2 — 0, 

4° (x+y — z} —(x — 2y + 2— 3)? =0. 

17.48. Scriind sub forma unei diferente de douá patrate sá se arate 
că ecuaţia 4x? + y? + 22 + 4xy + 6z — 9 = 0, reprezintă două plane. 

17.49. Sá se afle ecuafia sferei cu centrul in (2, —3, 1) si raza 3. 


17.50. Sá se afle ecuatia sferei cu centrul in (3,0, —2) si trece 
prin (1, 6, —5). 


17.51. Sá se afle ecuaţia sferei de diametru A (2, 3, —4), B(4, —1, 2): 


17.52. Sá se afle ecuafia sferei cu centrul in (1, —2, 3) si tangentá 
planului de ecuație 3x — 2y -2— 5—0 


„17.53, Să se afle centrul şi raza cercului obținut prin intersecția 
sferei x? -+ y? +2 — 4x + 6y — 2z +5=0 cu planul x + 2y — 
+ : 


17.54. Sá se arate cá planul de ecuafie x + z — 4 = 0 este tangent 
sferei x? + y? + 22 + 2x — 4y + 6z — 18 = 0. Se cer coordonatele 
punctului de tangenfä. 

17.55. Sá se afle ecuafia planului determinat de intersectia sferelor 
A hc mec 13 = 0, 4(x + 2)? + 4(y — 1)? + 
+ 4(z — 1)? = 1. l 


17.56. Sá se arate că sferele x? + y? + 22 + 2x + 10y — 8z — 11 =0 
şi x? + y? + 22 — 2x + 4y + 2z — 9 = 0 se taie după un cerc mare. 


Se cere natura cuadricelor 
17.57. 43?-- 9y2+362—36=0; 17.58. 2—y+2?+r+y—2=0; 
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17.59. 3x°— 2y3— 4:5—12—0; 17.60. 16x*4-81y?—1296:=0; ! 


17.63. ++ 2y—1=0; 17.64. y? — 32—6—0; 
17.65. 3x°+ 4y?—522=0 E 17.66. 432 —99?—36:73— . 


; 
17.67. Se cere ecuafia conului de rotafie, de axá Oz, cu virful in 
O si generatoarea fácind cu axa un unghi dat a. 


17.68. Se cere ecuafia PEG de rotafie cu virful in in V(0, O, 3), 
trecind prin punctul A(1, 2, 4 


17.69. Sá se afle ecuafia cilindrului de rotaţie în jurul axei Oz 
circumscris sferei x? -+ y? + 22 — 6z+5 = 0. | 


_ CALCUL INTEGRAL | 


18. INTEGRALE- NEDEFINITE ȘI DEFINITE 


Adaptind funcţiile de integrat la integrale imediate; sä se calculeze 
mätoarele integrale 


181. (VeVsas >o 082 gs 


18.3. (Fe: 184 (Nx(1 — dr; 

18.5. | az; 18.6. (= A ax; 

18.7 (aos = dx; 18.8. | ea — 3% + 4j(4x — 3) da; 
18.9. | um zu 18.10. (52% TE 

18.11. | gi 0 (gras 

18.13. | dr; o asaf To — 
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18.15, | V3 =T ds; 


etis — 1 


dx, 


nl 


18.17. = 


TEE 
18.19. | [114-x] - ]1 — x|]] dx; 


dx ` 
# + 


18.21. 


u 


18.23, ( — -dx; 


1 — 


18.25. | 2*dx ; 


2+ 


18.29. | sin” x cos x dz, n#—1; 


18.31. V tg x dx; 


== 


18.33. Y: 


y 

j 

| 

j 
18.27. | <= 

es 


2 
18.35. | AER odis 
1 + cos 2x 


18.37. | = 


Li 
sin? x cos? x 
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18.16. | Yaz +5 dz; n+ —1 


„(VIE EA 
yr- 4 


5xdx . 
2 + 3x2’ 


___Cos 22 _ 2x 
cos x — dr Huy P^ 
___Ccos 22 — 2x 


18.36. 


cos? x cost x sin? x 


18.39. | — 18.40, (2 dx; 


eri 


18.41. (c05:2x — sin*22)* dx; 18,42, | (cos 2x — sin 27) dx; 


1 
18.43. x^? sin 2 dx; 18.44. | x ?e* dx; 
18.45. | e+ sin x dx; 18.46. | es cos (26 — 1) dz; 
x dx R . 
18.47. | 5: 1848. | e: wo 6*0 


—— b +0 18.50. (ar; 
+ sin y 


3 
a — b cos x 


10.51. E ~ d 18,52. (SER, ab #0 
18.53. | 48+ cos a dx; 18.54, | 7 

18.55. | e* sin e* dx; 18.56. | i " = (arc tg x)? dx ; 
18.57. v ES = 18.58. n= 

18.59. PETI ERP 18.60. re een TES >. rd 


Fäcind substitufii convenabile, sá se afle primitivele urmátoarelor 
funcfii: 


í | 
18.61. | — rds; 18.62, | 62a — dx; 
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——Ü (00 7 388. (s — Tae; 
dx ` 
nas Vcr Pop 18.66. | —— ; 
18. 67, (= 18.68. | Fr 
2+ 34 5 — 72° 
18 69. f Ba — | dy; 18.70. | = 
m — We +5 Va? — 6x + 14 
dr ` dx 
18.71. | VI + 4% — # i M 18.72. | xVyl — (ln x)? 
18.73. | E dx; -— . 18.74. | Va — # dx; 
x8 S = 
x : x4-1 
19.75. | Se | E 19.76. | Vx =a dx 
| s * s 


Integrind prin. părți să se afle primitivele funcțiilor următoare 


18.77. E x dx; 18.78. | x arctg x dx; 
18.79. | ner ax s 18.80. | gos dudes 
18.81. | VZ In x dz; 18,82, | e sin bx dx; 
TN arcsin — 
18.83. P dx; 18.84. | dx. 
y1 + x? 2—x 
18,85, | X cos? x dx; j : 718,86. | Vx F al dx. 


Să se găsească o formulă de recurenţă pentru calculul integralelor 


18.87. I, = | meu; — 18.88. J, = | (In rd; 
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18.89. K, = | sin" dx, n număr 18.90. L, = (tg dx. 
intreg ; 


Sá se afle apoi la, Js, Ks, Lg. 


Sá se calculeze integralele : 


18.91. le - de; 18.92. | z 
g2 — 
18.93. bai ; — x; 
— 10x — 3 
18.95. "an ui; 1896| — 5 M 
— 4% AX Xx — 
18.97. 1 Z> 18.98. | — 5 
19.99. HE DET dz; 18.100. | n 
x(x + 19 A^ —1 
18. an dx; 18.102, (77515 ds; 
3.-x x*— 
18.103. | dx; 18.104, | — r) 
a x — Dir 8 


18.105. Să se calculeze integrala Free dx. Sä se dea 
. x? 
condiția ca primitiva să fie o funcție raţională de x (sä’nu conţină 
logaritmi si funcfii trigonometrice). 
18.106. Să se afle a, b, c astfel ca F(x) = (ad, + bx + c) 
V3 — 2x să fie primitiva funcției f(x) ='x v3 — 2x. 


sts 


Să se calculeze integralele 


18.107. | (1 — sin 2x)? dx; 18.108. (sins x dx; 
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1 — 2sinr 


cos? 4 


18.109. 


X, 


18.111. | sintx cos? x dx; 


18.113. | sin? x cos! x dx; 


cost x 


18.117 2 sin x 


cos? x + 5 sin? x 


18.119. 3 sin x + 2 cos x 


2 sin x + 3cos x 
18.121. 


jenes 
| 
10.164 — 
eur 
ze 
| 


18.123. | sin x cos 3x dx; 


ee 


cos 4 


18.110. 


sin? x 


18.112. | sin®x cos? x dx; 


18.114. V tg? x dx; 


18.116. id 


sin? y — cos? x 


2 + 3cos? x 


18.120. 
8 — 4 sin x + 7 cos x? 


sin x + 2cos x — 2 dx: 
sin x + 2cos x + 2 


18.122. 


| 
ra 
18.118. (4 
re 
Trans ea 
| 


18.124. \ cos 3x cos 5x dx; 


* 
* 


$a se calculeze urmätoarele integrale 


Jer 
18.129. pe yu 
19.131. | 


(In x)*dx ; 
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19.126. = 


Ver 


l--Inx 


19.130. | -FBE dx; 


18.132. 


js 
18.128. = 
j 
j 


In(In x) = 


* + 


Sä se calculeze urmätoarele integrale: 


18.133. (Year 18.134. | Ys. az: 
Jy¥x+1 1+V% 
18.135. Fer dx; 10.196, [3522 V5 +? dx; 
Ya — V» Ux T 241 
i E a dx A 
18.137. nV 18.138. S 
. dx . 
19.139. Eee PF i 0844 |y ST E! 
: xdx . 
19.141. == ==; 18.142. | AT 
Sá se calculeze urmátoarele integrale: 
2 2 
18.143. | (27 + 5) dx: 18.144. | Vx dx; 
| 1 1 


3 1 
' 18.145. L Vox + idz; 18.146. (v= a ] — xi dx; 
2 0 


1 3 
18.147. lon ue 18.148. nn stă dul + 3 dx; 
ză +47 +5 
0 2 
1 z 
18.149. (sin 4x dx: 18.150. (sin x cos? x dx: 
0 0 
3 
2 3 
18.151. | 3— 2xdx; 18.152. D lx dx; 
Že 0 
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4 
18.153. | V28 — dr; 
Jv 


9 
«dr _ 
18.155. \ Term 
5 


dx . 
er ; 


(x8 — 4) V(1 — 2) 


1 

18.161. ( tg x dx; 
sa 
1 


18.163. | xe * dx; 
0 


ln 2 
19.165. ( xe * dx; 
0 


18.167. | esse: 
0 
z 

18.169. | Aaea 
0 


z 
18.171. [vaz x cos x dx; 
0 
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y 1 
18.154. | x? VI = x? dx; 


0 


1 
18.156. |veeRTA WIBT ; 
18.158. ( 52 85. 
Vitar A 


1 py 
18.160. ( Li V* as; 
^ 


7 
18.162, E cos x dx; 
0 


2r 


18.164. \ x sin 2x dx; 


1 
0 


0 
18.166. | arc sin x dx; 


v3 
19.168. | x arctg x dz; 
0 


= 
18.170. fo cos x dx; 
0 


2 
18.172. V Ve — 1dx; 


IW E 


18.173. 


18. m (ot, — cos 2l dx; | 18.176, | | 
4 


18.177. 1, = 


T 


18.179. J, — [cost xcosnx dx; 18.180. L, = 


0 


2r 


18.181. 7, = | cosmacos nz dz; 18.182, I, = | sin mx sin na dx; 
0 


a 4 
18.174. | 


cos 2x sin nxdx; 18.178. K, = 


T 


T 
2 


0 


21 


0 


unde m Æ n, m = n şi m, n numere naturale. 


Ve 
18.183. 


18.185. | e * dx; 


0 


18.187. i 


0 


n 
Vs 


1 


18.189. \ e” dx; 


—@ 


dx 


zVI- daa 


0 


18.184. "Jas 


ala 


18.190. Fr 


3 sin x — cos, 
sinz+cosr+1 ' 


mE 
cos x Y 3 + cos? y 


o. 


[sine X cos nx dx; 
TEE ee 


a(x + 1)’ 


3 


. 
2j 


(sin Za ax; | 


— TI TETTE 
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b 


In AA 
18.191. | gu ou 18.192. v ye cd ay 
Ve — db — » ) 


Sá se arate cá 


18.199. (e cos bx dx = ——, 
a 


18.195. Se da f(x) = # dacă 0O<x<l şi f(x) —2— x pentru 


] « x « 2. Să se calculeze | f(x)dx. 


0 


18.196. Se dá f(x) = e* pentru 0<x<1 şi f(x) = 3 — x pentru 


1 <a < 8. Să se calculeze | f(x) da. 
0 


x pentru O< x « £ 
f(x) dx dacă f(x) = 
i 


Le me 


loz 
1 —-t 


18.197. Sá se calculeze 
| pt. xi xx 1. 


wja © 


= 
2 


18.198. Să se arate cá | f(sin x) dx = | f(cos x) dx. 
[ 0 


e 


18.199. Să se arate cá polinomul f(x) = a + bx satisface 


x+1 
1 
fe) = 5 \ 10 at 
x—1 
18.200. Sá se arate cá polinomul f(x) = a + bx + cx? satisface 
x+1 
Ao) — = | f(t) dt = const. 
z-1 
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iar un polinom de gradul al 3-lea satisface 


zl 


fe) — ¿| JO dt = b + by. 


z—1 


18.201. Dacă P(x) este un polinom de grad < 3 atunci 


( P(x) dx =~ z^ [Pi + e) ES P). 


Egalitatea se numește „formula celor trei nivele”. - 


18.202. Să se arate că pentru orice polinom P(x) de grad cel mult 
trei, avem 


b 
(Pla) dx = = 2 [Playa + aab) + Plaga + a4b)] 


a 


unde a, si a, sint rădăcinile ecuaţiei 6a? — 6a + 1 = 0. 


18.203. Sá se arate cá 


18 
9<(Gda «95. 
2 +2 


18.204. Sá se arate ca 
4v \ dx 


1 + 0,5 cos x = 
0 


18.205. Să se arate cá 
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18.206. Oricare ar fi m număr natural avem 


18.207. Să se arate că. 


E (ara — aras [e — x)" dx. . 


0 0 


18.208. | fir) dx = 2 | fee) dx; 
18.209. (afte = 0 18.210. í f(x) dx = í f-%) dx. 


18.211. Sá se determine o substitufie liniará, adicá de forma 
X = «t + 6 aşa fel ca integrala | f(x) dx sá se transforme in alta, 


a 
avînd limitele / şi m. Ca o consecință să se arate cá 


[fas =0 afa 6 —dxdn axă 


a 0 


z 


18.212. Fie | f(ü)àdt = xflax). Să se afle a în următoarele cazuri: 


¿ | 
1° f() =i", n> —1; 2° fü) —1n£; 3° f(t) =e. 4° Să se afle lim a 

x0 
si lim a. 


E nd: 


b : 
18.213. Să se arate că | fix) g(x) dx 


a 


< yi f*(x) dx | g?(x)dx. 
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18.214. Valoarea medie a unei Ben f(x) in intervalul [z, b} 
se defineste prin 
b 
: | fix) dx. 
—a 


Um =F 


Să se calculeze valoarea medie a funcției f(x) = sin x in [0, x]. 


1 


18.215. Sä se calculeze integrala E me 


direct si cu formule 


0 
cunoscute de calcul aproximativ al integralelor. 
18.216. Sá se calculeze in douá moduri primitiva a y= 


= (1 + x)”, se ia primitiva care se anulează pentru x = . Sá se 
deducá apoi expresia sumei 


"e 1 1 2 1 n 
EU d pis GH 


19. APLICAȚII ALE CALCULULUI INTEGRAL 


Să se afle ariile suprafețelor mărginite de curbele de ecuaţii: 
19.1. y= £, y= 33, x ——l x= 1; 
19.2. y = 1 — x, y = (x + 1}; 
19.3. y = + 1, 4490; 
19.4. y = x? — 4x, y =0; 
19.5. y3 = 4x, 32 = 4y, y = 2; 19.6. x=2—y-—y, x= 0; 
19.7. y? = 25x, x% = 25y; 19.8. y = X — 1, y =2; 
19.9 x = 2 — 2y — y?, y = 2x — 4; 
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~ 19.10. y = x(x — 1)(% —2, y 20; 


19.11. z == +1, x = y; 19.12. y? = x, y-i (x2 — 6); 


19.13. y = —# +4, y=— > +l, =0,y>0; 
19.14. 3? + y? = 16, 3$ = 12(y — 1); 

19.15. y = x cos x, y — 0, «e [o xls 

19.16. y = cos? x — cos x; y = 0, x—0,x-—m; 
19.17. 2 — 8x + 2y + 12 = 0, x? — 8x + y + 12 = 0; 
19.18. 4x2 — 9y + 18 = 0, 2x? — 9y + 36 = 0; 

19.19. y = 4 — 2:5 + 2x — 1, y= 0; 
19.20. y = x + 2 Vx, y=0; 


19.21. y = y =0, xa [0 Vă]; 


x 
19.22. re aac x= —Il, X], 
19.23. y - Y**1, 4.1, 4 8; 

Xx 


1 . 
I aT en ee x= l, x = 2; 


19.25. y ze, x =2, x= 4; 


x? 


19.26. y = 52%, y=0,x=0,%=1; 
3 — 2x 
a — TTE M . 
19.27. x? = 4ay, ir a>0; 
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19.28. y => *%, y=iInz, y=0; 


1 . -7% a = . 
(3929. y =, y = 0; 19.30. y = e=, y= 0, 2 = 0; 
E 
II AN o a>0,y=0, x = 3a; 
19.32. y = ,x—-0, y=0, x22 


2x Ty ză 
19.33. y = nl», y = 0, z=0,z=1; 


19.34. y => sin 2x, y = sin 24 sin 2x ; 


19.35. y = = 1 , x(—oo, 0]; 


19.36. yet 6159 zuge: 
x—1 2 
19.37. Să se afle aria s dintre graficul curbei de ecuaţie y = x + 1 + 


tu-p : P’ "asimptota oblică si dreptele x = 3, x = A. Să se afle 


19.38. În ce raport împarte parabola y? = 2y aria cercului x? + 
+ y? = 8. 


19.39. Sá se afle formula care dá aria elipsei: *x*+ ax? — a*53—0. 


19.40. Fie P punctul de intersecție dintre curba y = x? si dreapta 
y= Ax. Să se arate că oricare ar fi A, ariile suprafețelor determinate 
de dreapta dată si curbă si aceea dintre curbă, axa Ox si paralele 
la Oy dupa prin P sint egale. 


19.41. Sä se afle aria unei bucle de cicloida x = N — sin N y= 
= all — cost), O<i< 2ra. 


s”, 
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19.42. Utilizind calculul integral sä se afle formula care dä volu- 
mul trunchiului de con. Caz particular: volumul conului. 
Sä se afle expresiile volumelor corpurilor obfinute prin 
rotafia in jurul axei Ox a suprafefelor determinate de curbele: 
19.43. y = 2x, x = 3; 19.44. y= #8, 0x xx«1; 
19.45. y = 32--1, y = 8x—1; 19.46. y 3 y = Vx; 


19.47. y? = 4x, x = 1 ye + 2; 19.48. y = — + 10, y = 214-2; 
1949. 2 + y? = 1, y= l5 19.50. y =e*, x & [0, 00); 


m oru c 
19.51. x? + y? =a? , x[—a, a]; 
19.52. y = —(e* +e *), x & [—e, c]; 
19.53. y = cos x, y= zi xi; 19.54. y? = 2px, 4 y? = 3p; 


19.55. y = e* Vsin x, x & [0,00]; 
19.56. Vx + Vy = Va, x=0, y= 0; 
19.57. y? = x8: (1 — x); 

19.58. x? + (y — b£ — 72? = 0, b5 > 0; 
19.59. y? = 33, x + y 22, x = 0; 
19.60. y = sin x, x & [0, x]; 


19.61. y = 


e +1 


,*x0; 


19.62. y =y=, r=-2%x=0a a> — 2; 
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19.64. x = alt — sin i), y=a(l — cost), 0 < t < 2r. 

19.65. Sá se deducá formule pentru determinarea capacitäfii unor 
butoaie in care doagele au forma: 1° unui arc de parabolä cu virful 
in vrană ; 2° arc de elipsă; 3° arc de cerc, butoiul avînd dimensiunile : 
lungimea /, diametrul la capete 2r silcel central 2R. 


19.66. Sà se deducá formula care dá volumul unui cápife de fin 
(de forma unui paraboloid de rotafie). 


"LP 


19.67. Sá se deducá formula care dá lungimea cercului de rază ». 
Să se afle următoarele lungimi de arce: 


19.68. y = In x, V3 < x < 2V2. 


3 
|: 19.69. y = x7, 0< x< l; 
19.70. =<, Vib<x<bp; 
19.71. y? = 28, A(0, 0), B(4, 8); 


19.72. y — = (+9), O<x< a; 


19.73. y = 1 — In cos x, 0< s<. 


«* 


19.74. Sá se deducá formula care dá aria sferei. — 
19.75. Sá se deducá formula care dá aria calotei sferice. 


19.76. Sá se deducá formula care dá aria unei zone sferice de inäl- 
fime 7, şi distanţele la centru d si d+ i. 
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19.77. Sá se afle formulele care dau ariile laterale ale conului si 
trunchiului de con. 


19.78. 1° Sá se afle aria suprafefei náscute prin rotafia unei bucle 
de cicloidá în jurul lui Ox cu 0 < x < 2r. 2? La fel pentru y = 
= sin 4, 0< *< r. 


19.79. Ca in exemplul precedent dar y? = 26%, 0 x « a; 
19.80. La fel ca exemplul 19.78 dar y —e*, 0x x « 1. 


£s" 8 


19.81. Ecuafia vitezei unui mobil care se miscä uniform accelerat 
este v = 5 + 3i. Să se afle ecuaţia spațiului în această mișcare. 


19.82. Accelerafia unui mobil în mişcare este dată de a = /? + 1 
in m/s, v, =? m/s, iar s, = 0. Să se dea ecuaţia de mişcare a mobi- 
lului. 


19.83. O miscare oscilatorie amortizatä are ca ecuafie a vitezei 
v = ae Y (— sin wt + o cos ot), să se afle ecuaţia spaţiului, în ipoteza 


19.84. Un mobil se mişcă pe axa Ox pornind din punctul A(1, 0), 
iar ecuafia spafiului este aceiasi cu ecuafia vitezei. Se cere pozifia 
mobilului dupä 10 s de la inceputul miscärii. 

19.85. Sá se arate cá dacá accelerafia unui mobil care executá o 
mişcare rectilinie este constantă atunci ecuaţia mișcării este de forma 
X = A? + Bt 4- C. 


.”*. 


Sá se afle coordonatele centrelor de greutate ale suprafefelor deter- 
minate de curbele de ecuafii: 


19.86. x=0, y=0, x+y=4; 19.87. y? = 4x, x = l; 
19.88. y = 4x, y = 2%; 19.89. y = V8x, y = x; 
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19.90. y= — x 4 6x, y=- > + 2s; 


19.91. Vx + Vy = ya, x —0, y =0. 


"IL 


19.92. Se stie cá un arc spiral se comprimá proporfional cu forfa 
aplicatá. Sá se calculeze lucrul mecanic ce se efectuiazá prin compri- 
marea unui arc cu 5 c, stiind cá pentru a-l comprima cu 0,2 cm 
este necesará o forfä de 1 kgf. 


19.93. Asupra unui corp acfioneazá un resort care are un capát 
fixat de un perete, forfa de actiune a resortului este direct propor- 
fionalá cu distanţa de la corp la extremitatea fixă a resortului. Să 
se afle lucrul mecanic efectuat de resort in deplasarea rectilinie a 
corpului de la A la B. 


19.94. Un corp se mișcă rectiliniu într-un mediu rezistent pe baza 
legii s = #, s fiind spaţiul parcurs în timpul ¢. Rezistenţa mediului 
este proporțională cu pătratul vitezei. Să se determine lucrul mecanic 
produs de rezistența mediului în cazul deplasării corpului de la s = 0 
la s =]. 


19.95. Un gaz este închis într-un cilindru cu piston mobil. Admifind 
că gazul se supune legii lui Boyle-Mariotte, pV = K, să se calculeze 
lucrul mecanic efectuat de gaz pentru impingerea pistonului, stiind 
cá la momentul initial pistonul se gäseste la distanta a de fundul 
cilindrului, iar la momentul final la distanța b. Se presupune că aria 
bazei cilindrului este S. id N 


19.96. S& se calculeze masa unei bare de lungime 10 m, densitatea 
liniară a barei variind după legea d = 6 + 0,3 x kg/m, unde x este 
distanța de la una din extremitățile barei. 

19.97. Fie a cantitatea de substanță existentă la începutul unei 


reacții. Într-un timp ¢ se transformă cantitatea x. Experimental 
se arată că 


unde k este constanta reacției. Să se afle x. 
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20. SERII 


Se cere natura seriilor cu termenii generali : 


20.1. u, = n?; 20.2. 4, =2; 

Due: © Au LL; 
n+l _. l (2n + 3} 

20.5. Un = VE 20.6. U = E. ® 
n+ BLUES . 


Utilizind criterii de convergenfä, sá se afle natura seriilor care 
. au termenii generali 


20.7. Un = VS » 20.8. Us = Be n 
yn Yn 
209. u, ==; 20.10. u, ==: 
i v ni n> — 1 
20.11. 4, = ——; 20.12. u, = 242; 
n+ 1 1+ 
20.13. u, = 57; 20.14. u, = 34; 
55 43 n*--1 
20.15. u, = 242; 20.16. u, = sin +- 
n? + 1 n 
20.17. u, = — ; 20.18. u, = — ; 
Qn 2" 
20.19. u, = LD"; 20.20. u, = “2; 
10”+1 (2n) ! 
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4... 2n)3 n! 
20.23. =; 20.24, u, = 2^1. 
2025. u, = L; 20.26. u, = E uj 
n” n 
20.27. m = (2 a), «0; 2028. u, = —— ; 
1 i (In n)” 
20.29. u, = | m N; | 20.30. u, = ze 
n-+1 nite 


$4 se calculeze suma urmätoarelor serii 


1 
n(n +1) mus 


. 
., 


1 1 
20.31. usw ... + 


& 


24 +3 " 
MM EE EE 


20.33. Se cere natura seriei 
1 1 1 
j xu cepe c 

2 + 3 4 2n 


tn +(-Y L$ 0; 


20.34. Se cere natura seriei 
= 
2 


3 5 7 541,25 — 1 3 
d m E e. + (—1) EOS 3 


20.35. Se cere natura seriei 
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21. ECUATII DIFERENTIALE 


Sá se afle ecuaţiile diferențiale ale următoarelor familii de curbe: 


21.1. y =ax +b; 21.2. y? = ax? + bx; 
21.3. y — a = b(x — a); 21.4. (x — a)? + (y — d)? — r = 0. 


Sá se afle integralele generale ale urmätoarelor ecuafii diferenfiale : 
By = x; y y? — 2xy' — 0; 
day Mayen 


aja. xy’ + (33 + 1)y 20; Yan ayy’ 1— at; 
at: e 1-37., d lies 
a Vis: 2912, (1 + y?) — Vay’ = 0; 
Aaa. y + sin zty =sin 27; 


% en 
1.15. rer: — dy =0; 


dy ur 
2. epe 


cos " — « 2 de 
$1.16, Z — — 4 . $99» e-t), 
| dx n | sin? x 


Sá se determine din integrala generalä, curbele particulare care 
trece printr-un punct dat M(x, Yo) scris in dreptul fiecărei ecuaţii 


21.17. y sin x = y In y, ul i 1) ; 


21.19. y = (2y + 1) ctg x, (=, 2) 
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21.19. tg x + y tg y =0, m|ž, HL 


21.20. y = Vy; M(1, 1). 


* 
* * 


Sá se afle integralele generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale : 
21.21. y =2-2; 21.22. (y? — x?) = 2xyy' ; 
yl 


21.23. x*dy — (x? + xy + y? dx = 0; 
21.24. x dy — (xy + y?) dx = 0; 


21.25. xy -2Vxy — y; 21.26. xy' cos 2 = y cos 2 —z; 
X 


21.27. y2 + (y — x) y' — xy —0; 
21.28. xy'? — 2yy' + 4x = 0. 


* 
* * 


Să se determine integralele generale ale următoarelor ecuaţii dife- 
renfiale : 


21.29. (—x—4)y'-2—x—9 —0; 


91.30, 24 *—1 4 & 0: 
y—4x 45 dx 


21.31. (3% + 4y + 1) dy + (2% + 3y + 1)dx —0; 
21.32. x +y — 1+ (x— y -3)y' 50; 

21.33. (x + y — 5) dx + (x + y -3)dy = 0; 
21.34. (x + y) dx + (8x + 3y — 2) dy = 0. 


s* 6 
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Sa se gäseascä integralele generale ale urmätoarelor ecuafii diferen- 
fiale: 


21.35. (1? + 1)y' — 2xy + 343—120; 

21.36. xy’ — xy ctg x = sin x; 

21.37. y — y tg x = ctg x; 21.38. y’ + y tg x = sec x; 
21.39. y' sin x +2ycosx = sin 2x; 

21.40. (x? — 1) y’ + 2y — 2(x + 1} (x — 1) = 0; 

21.41. x(1 — 22) y + (2x2 — 1) y = x5; 

21.42. y'sin x + 3y cos x = 3. 


* 
* * 


Să se afle soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale : 
21.43. y” — 3y' + 2y — 0; 21.44. y” — 6y' + 9y = 0; 

21.45. y" + 2y' + 4y =0; 21.46. y” — 3y" + y — 3y 50; 
21.47. y” — 3y' + 2y «0; 21.48. y” — 3y" + 4y' — 2y = 0. 


.“. 


Să se PR soluţiile generale ale următoarele ecuaţii diferenţiale : 
2149. y" — 5x' + 6y = x; 21.50. y" + y —6y = e; 

21.51. y — 4y'" + 7y” — 6y' + 2y = 4e** + sin 2x +4 — 1); 
21.52. 3y"" — 2y” — 5y' = 5x3 + 4x — 6 + 20 sin x; 

21.53. (9 + 25" + y = x84 sin x; 

21.94. y" — y” + y' —y = 2e —4cos x; 

21.95. y" — 2y’ + 2y =e* sin x; 

21.56, yO + 2y + 3y” 4-2y' + y =0; 
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21.57. y” + 8y = e-*; 

21.58. y” — 5y' + 6y = —2x? — 3x + 5 + 7e — 4 cos 2%; 
21.59. y” + 4y = 2 — x? + 8 sin 2x; 

21.60. 2y” + 5y' = cos? x; 

21.61. y” + y = x? (cos x + sin x); 

21.62. y” + y” = sin x sin 2x. 


Sá se afle integralele generale ale ecuaţiilor” diferenţiale : 


21.63. y” = x + sin x; 21.64. y” = xe"; 

21.65. y" = arc tg x; 21.66. y” = cos? ax. 

Sä se afle ecuafiile traiectoriilor ortogonale ale curbelor: 
21.67. y = Ax; 21.68. 2 — y = X; 

21.69. x? + 4y? = 42; 21.70. (x — A? + y? = 4. 


Aplieatii ale eeuatülor diferenfiale 


21.71. Sá se afle ecuatia curbei, care are proprietatea cá coeficien- 
tul unghiular al tangentei in orice punct al ei este egal cu dublul 
abscisei punctului. 


21.72. Sá se gáseascá curbele ale cáror subnormalá este constantá. 


21.73. Să se găsească curbele pentru care subtangenta este medie 
aritmeticá a celor douá coordonate. t | 

21.74. Normala la o curbă plană într-un punct M(x, y) taie axa 
Ox in punctul N iar pe Oy in punctul P. Sá se determine curbele 
pentru care avem 


1° 42-1 2° MN=kMP 
ON OP 
a, b si k fiind trei constante date. 
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21.75. Un mobil se deplaseazä cu o vitezä proporfionalä cu spafiul 
parcurs. Sá se afle legea miscärii lui stiind cá dupa 10 s a parcurs 
100 m, iar dupá 15 s 200 m. 


21.76. Să se găsească ecuaţia spaţiului parcurs de un corp avînd 
masa m si care execută o mișcare rectilinie astfel ca energia cinetică 


1 er ; n : 
a mv? sá fie proporţională cu puterea n-a a drumului parcurs s. 


21.77. Presiunea p şi înălțimea h a unui punct situat deasupra nive- 
lului mării sînt legate prin relația diferențială 


dp = —k-p-dh k>0 


în care k este o constantă (se ia semnul minus căci presiunea descrește 
pe verticală). Știind că la nivelul mării presiunea este de pọ = 760 mm, 
să se determine presiunea la înălțimea A. 


21.78. Un corp cald dus într-un mediu cu temperatura mai scăzută 
se răceşte după legea lui Newton, conform căreia după un timp £, 
diferența de temperatură y = f(t) dintre corp şi mediu satisface ecua- 
fia diferenţială y' — —ay, a fiind coeficientul de proporfionalitate 
(depinde de structura corpului). Să se afle funcția y = fl). 


21.79. Viteza de răcire a unui corp în aer este proporțională cu 
diferența dintre temperatura corpului si temperatura aerului. Tem- 
peratura aerului este egală cu 20°C. Se ştie că în un timp de 20 minute 
corpul se răcește de la 100°C la 60°C. In ce timp corpul se va ráci 
pînă la temperatura de 30°C. 


21.80, Într-un rezervor există 100 litri de soluţie conținînd 10 kg 
de sare dizolvată. În rezervor curge apa dintr-un robinet cu viteza 
de 30 1 pe minut și amestecul iese cu viteza de 20 1 de amestec. 
Prin amestecare gradul de concentraţie rămîne mereu uniform. Citä 
sare va conţine soluția după ¢ minute. 


21.81. Gradul de desagregare radioactivă a unei substanţe radio- 
active este proporțional cu viteza de scădere a acestuia din urmă. 
Să se afle dependența acestui grad de activitate de timp /, ştiind cá 
în interval de 4 zile, el s-a redus la jumătate. 
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21.82. Un curent de intensi- R 
tate 2 dintr-un circuit electric 
cu rezistența ohmicá R şi coe- 
ficientul de autoinductie L, sa- 


tisface ecuafia diferenfialä L E 
L@+Ri=E 
di I 
unde E este forfa electromotoare Fig. 21.82 


(fig. 21.82). Sá se gäseascä in- 
tensitatea curentului după £ secunde, de la închiderea circuitului, 
dacă E variază după o lege sinusoidală 

E = E, cos ot 


21.83. Fie N numärul total de indivizi ai unei specii, » coeficientul 
de natalitate, m cel de mortalitate al speciei, deci 


numärul indivzilor care se nasc intr-o unitate de timp 
N 


Sá se arate cá ecuafia diferenfialä a procesului amintit are forma 
| dN = (n — m) N di 


unde am notat cu dí variația de timp. Să se deducá apoi integrala 
generalá a acestei ecuafii precum si forma curbelor integrale. 


21.84. O grindá de secfiune dreptunghiulará avind lungimea / si 
incastratä la ambele capete este incärcatä la mijloc cu o sarciná con- 
centratá P, are ecuatia diferenfialä a fibrei medii deformate 


EIJ" =M,—~* 
2 
unde: E este modulul de elasticitate al materialului, deci constant, 
I este momentul de inerție al grinzii, la fel constant, 
M, este momentul de incastrare in O (nedeterminat), 
P este sarcina concentrată data. 
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MATEMATICI APLICATE 


22. CALCULUL PROBABILITÄTILOR SI INTERPRETARI : 
DE DATE STATISTICE 


22.1. O urna confine 99 de bile identice, numerotate cu 1, 2, ..., 99. 
Care este probabilitatea ca printr-o extracție să obținem o bilă nume- 
rotată cu un pătrat perfect. 


22.2. Într-o urnă sînt 90 bilete numerotate de la 1 la 90. Se extrag 
5 bilete. Care este probabilitatea ca printre aceste 5 numere să se 
găsească un număr fixat de mai înainte, dar două, dar trei. 


22.3. Producţia zilnică a unei fabrici este de 550 piese. În medie 
merg la rebut 30°/,, din piesele fabricate. Din producția de două zile 
se trimit 1000 piese întreprinderii A ; să se calculeze probabilitatea 
ca 980 dintre aceste piese să fie bune. 


22.4. La un strung s-au prelucrat » piese, dintre care numai m 
sînt satisfăcătoare (îndeplinesc condițiile tehnice). Se controlează 
< n piese luate la întîmplare. Care este probabilitatea ca dintre 
cele p piese g piese să fie satisfăcătoare (0 < q < n). 


22.5. Într-o uzină probabilitatea timpilor morţi datorită muncito- 
rilor este de 0,02 iar cea provocată nu din vina lor este de 0,04. Să 
se afle care este probabilitatea timpilor morţi în acea uzină. 


22.6. O urnă confine 10 bile albe si 7 negre. Se extrag simultan 
două bile. 1° care este probabilitatea ca aceste bile să fie de culoare 
diferită. Justificare. 

2° Care este probabilitatea ca bilele să fie de aceeaşi culoare a) albe, 
b) negre. 
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22.7. Din 30 muncitori si 6 brigadieri se alcätuiesc in acelasi timp, 
grupe de cite 4 brigäzi, numerotate cu 1, 2, 3, 4 formate din cite 
6 muncitori si un brigadier. Se cere: a) In cite moduri se pot alcätui 
cele 4 brigäzi (1, 2, 3, 4) in acelasi timp. b) Care este probabilitatea 
ca sä aparä cite un brigadier determinat in brigäzile 1 si 2. 


22.8. Experimental s-a constatat cá probabilitatea ca o säminfä 
de griu provenitä dintr-un anumit soi fie A sä incolfeascä si sá dea 
rod este 0,95, iar probabilitatea ca un spic de griu provenit din acelasi 
soi sä aibä peste 40 boabe (fie calitatea C) este 0,90. Se cere sä se afle 
probabilitatea ca un bob de griu din soiul A sä dea spice de cali- 
tatea C. 


22.9. Se aruncá un zar de trei ori. Care este probabilitatea de a 
iesi un numär dat. 


22.10. Într-un lot de 200 piese fabricate la o mașină 10 sînt piese 
defecte. Se scot la întîmplare. 20 piese. Care este probabilitatea ca 
între cele 20 piese extrase să se afle piese defecte. 


22.11. O urnă conţine 12 bile numerotate de la 1 la 12. Să se deter- 
mine probabilitatea ca bilele numerotate cu 5,7, 11 să iasă la extrac- 
fille de rangul 5, 7, 11. i 


22.12. Într-o urnă sînt 7 bile albe si 5 negre, în alta 6 albe si 8 
negre. Se extrage din fiecare cîte o bilă, care este probabilitatea ca 
ambele bile să fie albe. 


22.13. Într-o urnă se găsesc bile albe si negre. De » ori la rind 
se scoate cîte o bilă care se pune la loc. Care este probabilitatea de 
a scoate cel puţin 7 < n bile albe. 


22.14. O urnă conține 20 de bile albe si 8 negre. Care este proba- 
bilitatea de a extrage deodată 7 bile albe si 3 negre. 


22.15. Într-o cutie sint ” alice. Care este probabilitatea de a scoate, 
dintr-o dată, un număr par. sau impar de alice. 


22.16. La o loterie sînt 96 bilete, dintre care 8 cistigätoare. O per- 
soană cumpără 12 bilete. Să se. determine probabilitatea ca: 1° un 
bilet si numai unul să fie cîştigător; 2° cel puțin trei bilete să fie 
cistigätoare ; 3° să iasă cele 8 bilete cistigátoare; 4° sá nu iasă nici 
un bilet cîştigător. 
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22.17. Un tintas nimereste tinta de 7 ori din 9 trageri. Sá se cal- 
culeze probabilitatea ca el sä nimereascä finta de 8 ori consecutiv. 


22.18. Trägätorul A nimereste finta de 8 ori din 11 trageri, iar B 
de 9 ori din 10. Dacä trag simultan in acea fintä, care este probabili- 
tatea ca finta sä fie atinsä. 


22.19. Trei tunuri trag simultan asupra aceluiasi obiectiv. Probabili- 
tatea ca primul tun sä nimereasca obiectivul este 0,65, pentru al doilea 
este 0,70, pentru al treilea 0,80. Sä se determine probabilitatea ca 
obiectivul sä fie atins de cel pufin unul din tunuri. 


22.20. Un trägätor nimereste finta de 85 ori din 100 trageri; al 
doilea (in aceleasi condifii) nimereste de 75 ori din 100 trageri. Trä- 
gind amindoi o datä, sä se afle probabilitatea ca finta sä fie atinsä. 


22.21. Probabilitatea ca un nou näscut sä fie de sex masculin este 
egalä cu 0,51, (pentru o anumitä populafie). Sá se calculeze probabili- 
tatea ca intr-o familie cu sapte copii cinci sá fie de sex masculin. 


22.22. Se aruncá o monedá de opt ori. Sá se afle probabilitatea ca 
Stema sá apará de sase ori. 


22.23. In specia A de griu sint tot atitea spice cu peste 40 boabe, 
cite sint cu mai pufin de 40 boabe. Sá se calculeze probabilitatea 
ca, din 200 spice luate la intimplare, sá gásim 100 spice cu peste 40 
boabe. i 


22.24. Din cuvîntul „matematica“ se alege la întîmplare o literă. 
a) Care este probabilitatea ca această literă să fie „a“? 

b) Care este probabilitatea ca această literă să fie o vocală? 
22.25. Din 60 de întrebări de pe biletele de examen, un student a 


pregătit 50. Care este probabilitatea ca pe biletul tras de el, biletul 
avînd 2 întrebări, să fie întrebări din cele pregătite de student? 


22.26. Un muncitor supraveghează patru maşini. Probabilitatea 
ca în decurs de un ceas prima maşină să nu trebuiască să fie supra- 
vegheată este 0,3, a doua 0,4, a treia 0,7, a patra 0,4. Să se găsească 
probabilitatea ca în decurs de un ceas să nu trebuiască să fie supra- 
vegheată nici o mașină ? 


168 


22,27. într-o întreprindere, rebuturile constituie în medie 2%, din 
articolele livrate. Printre articolele bune, 95% sînt de primul tip. 
Care este probabilitatea ca articolul luat la întîmplare să fie din 
primul tip dacă 

a) articolul e luat din articolele verificate ; 

b) din masa generală a producției. 


22.28. Semințele germinative ale unei plante reprezintă 90%. Să 
se găsească probabilitatea ca din 4 semințe semănate să rásará 1° trei ; 
2° mai puține de 3. 


99.99. Fibrele de bumbac 70% sînt lungi. Care este probabilitatea 
ca printre 10 fibre alese la întîmplare 8 să fie lungi. 


22.30. Apariţia unei colonii de microorganisme dintr-o specie dată 
în condiţii determinate este considerată cu probabilitatea de 0,8. 
Care este probabilitatea, ca din 5 cazuri această colonie să apară nu 
mai putin de 4 ori? 


22,31. Verificarea îndelungată a calității unei fiole standard cu 
novocaină a stabilit că din fiecare o sută au defecte 75 de bucăţi. 
Să se stabilească distribuția binomială probabilității valabilitatii 
pentru 6 fiole luate la intimplare. 


Sa se interpreteze urmätoarele date statistice (experimentale) : 
22.32. Numärul de boabe pe stiulefi de porumb 


x, boabe 138 198 258 318 378 438 498 558 618 678| n 


— 


2 4 9 16 21 25 14 6 2 14 100’ 


f; frecvența 


x. x35 36 37 38 59 4 41 42 40| * 
TI i 3 4 7 53 1 1| 26 
234 5] 7 8 9 510 11512 713 14 15 16 17 18| » 
no TI 2 4 30 54 81 91 68.44 17 6 2 | 400 
22.35. 
x, | 325 350 375 400 425 450 475 500 525 550 575 600 625 650 675 | ” 
F| 1 2 2 2 13 14 28 32 37 35 27 23 13 9 2 | 240 
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23. ELEMENTE DE PROGRAMARI LINIARE CU APLICATII 
ÎN PRACTICĂ 


Să se determine regiunile din plan ale căror coordonate (x, y) satis- 
fac următoarele relaţii de egalitate si neegalitate : 


231. 3x+4y—12>0; 123,2, 3x+2y—6<0; 

23.3. —x+ y+ 1>0, 2x — y—3>0; 

23.4. —2x + y— 4<0, 4x + 3y—6>0; 

23.5. 2x — y+ 1=0, x+ y+2>0; 

23.6. x4 y—1«0, x—2y—120; 

23.7. x—2y-- 10, 2x— y —1«0, x—y-- 1>0; 
238. x — y+ 1—0, 2x— y+2>0, x—y-4 4-0; 
23.9. 2x — 3y + 18 «: 0, x+ y—6<0, 4x—y—19>0; 


23.10. 3x + y— 8>0, r+2y-6>0 x—y — 3<0, 
x20; 


23.11. x —3y + 3« 0, 2x4 y —4«0, 2 —5 -22 0, 
X—y—1«0, f=—x+y; 


23.12. x —3y + 32 0, 24+ y—4>0, 2x—y+2>0, 
X—y—1zx0, f=x+0,5y; i 


23.13. x —3y + 3« 0, 2x4 y-—4>0, 2 —5 4-2 0, 
x—y—1>0 f—2x—3y; 


23.14. x —3y + 32 0, 2%+ y—4<0, 2 —5» -22 0, 
x—y—1<0, f=2x-— 6y; 


23.15. x — 3y + 3<0, — 2x - y—-4<0,24—y+2>0, 
X —y—1z0, f——x-Fy; 


170 


23.46. 19— 2x — 3y 20, 3-22 — y 20, 15 — 3y 2 0, 
18—3x 20, x20, y=0, f= —7% — dy. 


23.17. REȚETĂ DE NUTRIȚIE ÎN ZOOTEHNIE. Sa presu- 
punem cá trebuie să se întocmească rafia optima pentru ingrasarea 
porcilor care au greutatea intre 50—60 kg. Sporul zilnic pe cap de pore 
să fie de 400—500 g. Pentru realizarea acestui spor este necesar să 
existe în ratie cel putin 2,5 unităţi nutritive si 240g albumină diges- 
tibilä. Pentru simplificarea calculelor se presupune că rafia se compune 
numai din furaje concentrate: turte de floarea-soarelui (sroturi) si 
porumb boabe. Un kg de turte conţine o unitate nutritivă şi 400 g 
albumină digestibilă, iar 1 kg de porumb boabe conţine 1,25 unităţi 
nutritive şi 80 g albumină digestibilă. Preţul unui kg de turte este 
1,30 lei, iar al unui kg de porumb boabe de 1,60 lei. 

Să se calculeze cum trebuie compusă rafia pentru ca preţul să fie 
minim. 


23.18. PROBLEMA DE REPARTITIE A CULTURILOR. O L.A.S. 
dispune de 1000 ha teren arabil destinat culturilor de grîu şi porumb 
şi de un fond de rulment de 400 000 lei. Planul prevede să obţină 
cel puţin 400 t grîu şi 350 t porumb. Presupunem că producţia medie 
la hectar este de 1800 kg/ha la grîu şi de 2400 kg/ha la porumb, iar 
cheltuielile se totalizează la 650 lei/ha la cultura de grîu sila 1000 lei/ha 
la cultura de porumb. 

Sá se stabilească ce suprafețe trebuie insáminate cu grîu și porumb, 
astfel ca să se obțină, la vînzare, beneficiu maxim, ştiind că un kilo- 
gram de griu se vinde cu 1,50 lei, iar de porumb cu 1,29 lei. 

. E f 2 " "a 

23.19. O I.A.S. dispune de 1000 ha şi de un fond de rulment de 
2 300 000 lei. Ea insäminfeazä trei feluri d» culturi A,B,C, în condi- 
fille date în următorul tabel: 


t 


Prețul de vtnzare 
Cultura E M ceri n rd a unui kg de 


produs 


A 1800 kg 2000 lei 2 lei 
B 2400 kg 3000 lei 2,5 lei 
Cc 2000 kg 2500 lei 1,75 lei 


BENE ND 


Se cere să se determine varianta optimă de îmbinare a culturilor, 
aşa fel ca să se realizeze un beneficiu maxim. 
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23.20. Unei LA.S. i s-au repartizat pentru construcfii de locuinfe 
urmätoarele materiale : 650 000 cärämizi, 7500 saci cu ciment si 550t 
pläci prefabricate. Se aplicä douä tehnologii: prima necesitä pentru 
o locuință 20 000 cărămizi, 100 saci ciment si 10 tone prefabricate; 
a doua necesita 10 000 cärämizi, 300 saci ciment 20 tone pläci pre- 
fabricate. Cite locuinfe urmeazä sä se construiascä cu fiecare tehno- 
logie pentru a se obfine un numär cit mai mare de locuinfe. 


23.21. Sä se stabileascä o rafie alimentarä zilnicä compusä numai 
din piine si brinzä, care sä fie cit mai economicä si care sä indepli- 
neascä cerinfele biologice, anume de a confine cel putin 3000 calorii 
si cel pufin 100 g proteine. 

Se stie că unitatea nutritivă de pîine (453 g) costă 1,28 lei si con- 
fine 1000 calorii si 25 g proteine, iar U.N. de brinzä (453 g) costa 
5,10 lei si confine 2000 calorii si 100 g proteine. 


Produsele 23.22. O întreprindere planifică produc- 
Materia primă PREI fia a două sortimente de produse, pen- 
tru care consumul de materie primă nece- 
0,3 | sară X si Y precum si venitul net unitar 
0,2 | sînt cuprinse in tabelul alăturat. 
Venitul net | 8 | 10 Realizarea producfiei este ingräditä de 
urmátoarele condifii suplimentare 


1? Íntreprinderea dispune de cel mult 

100 unitäfi din materia primá X si trebuie sá consume cel pufin 56 
unitäfi din materia primá Y 

2° Realizarea productiei totale a ambelor produse trebuie sá atingä 
320 de unitäfi 

3° Produsul A trebuie să constituie cel putin 25% din íntrecga 
producfie 

4° Planul trebuie stabilit ca sá se asigure intreprinderii un venit 
net maxim. 


0,2 
0,1 


23.23. Pentru realizarea a douá produse o intreprindere foloseste 
patru resurse economice A, B, C, D. Necesitäfile pentru realizarea 
fiecárui produs din fiecare resursá cantitáfile disponibile din fiecare 
resursă ca și beneficiul net asigurat de fiecare unitate de produs sînt 
date de următoarea tabelă 


172 


Necesitäfi pentru realizare 


Capacitatea 
Produs I | Produs II resurselor 
ARPA a AA A 
A 2 2 12 
B 1 2 8 
C 4 0 16 
D 6 4 12 
Si eh Nh 
Beneficiu 
net 3 


Se pune intrebarea cite unitäfi trebuie sä se fabrice din fiecare 
produs pentru a realiza beneficiul net optim. 

23.24. Unei brigäzi experimentale de studenfi i s-a repartizat 2 
parcele de teren, de 8 ha gi 9 ha, pentru a le insáminfa cu grîu 
si’ porumb. 

Productia medie de parcele si culturi este cuprinsä in tabelul urmä- 
tor, in quintale pe hectar 


| parcela 1-a | parcela 2-a 
griu 16q 14 q 
porumb 35 q 30 q 


Pentru un quintal de griu se obfine venitul de 50 lei, iar pentru 
1 q de porumb 28 lei. 

Cite hectare trebuie si se delimiteze pe fiecare parcelä si pentru 
fiecare cultura, dacä dupä plan e necesar sä se recolteze cel puţin 
150 q griu si 220 q porumb, pentru a se obfine un venit maxim. 


23.25. O fermă agricolă dispune de 600 ha teren arabil și de 
233 000 lei fonduri circulante. Ea trebuie să insäminfeze grîu, orz 
si porumb asa fel încît să se recolteze cel puțin 210 tone grîu, 110,5 
tone orz si 240 tone porumb. 


Se presupune că producția la hectar a acestor culturi urmează 


legea normală de repartiție cu următoarele valori tipice 


i Abat 
Cultura a Bets standard 
in kg/ha (Q) 
griu 1200 100 
orz 1500 100 
porumb 1600 200 
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Preful de cost pentru obfinerea celor trei culturi este respectiv 
400 lei, 300 lei si 400 lei la ha. Un kg de griu, orz, sau porumb 
se vinde respectiv cu 0,80 lei, 0,80 si 0,60 lei. 

Problema care se pune este de a se stabili suprafefele pe care trebuie 
sa cultiväm griu, orz si porumb pentru a realiza un venit maxim. 


23.26. O I.A.S. dispune de 1000 ha teren arabil si de un fond de 
2 400 000 lei. Este planificat sä insäminfeze trei culturi principale 
A, B, C, in urmätoarele conditii 


eee 

Cheltuieli pt. 
realiz, cult. 
(lei la ha) 


Productia Preful ig Se 
a un 


(lei per kg) 


Culturile 


Conducerea I.A.S. are libertatea sä stabileascä suprafetele de cul- 
tivat pentru fiecare cultură în asa fel, încît să realizeze un venit maxim. 
Care este planul de cultivare. 


23.27. Trebuie să executăm două tipuri de construcții metalice : 

Construcția Nr. 1 de 70 t şi Nr. 2 de 3 tone. Avem laminate de 
profil corespunzător, însă de lungimi diferite: 60 tone laminate cu 
lungimea normală şi 40 tone de laminate scurte. 

Normele de timp pe tone de construcţie metalică, în om-ore sînt 


Mod de execuţie 


Construcţii 

metalice din laminate din laminate 
„normale scurte 

Nr. 1 50 60 

Nr. 2 80 70 


Trebuie folosite laminatele existente în aşa fel, încît cheltuielile 
totale de muncă să fie minime. 


23.28. Un animal trebuie să consume zilnic cel puţin 0,4 kg din 
substanţa nutritivă A, 0,6 kg din substanța B, 2 kg din substanţa 
C şi 1,7 kg din substanţa D, conţinute în alimentele M şi N cu care 
este hrănit. Stiind că alimentul M conţine, la kg, 0,1 din substanța 
A, 0,1 kg din C si 0,2 kg din D, iar alimentul N confine, la kg, 
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0,1 din substanfa B, 0,2 kg din C si 0,1 kg din D si stiind ca preful 
de cost al alimentului M este 10 lei kg, iar al alimentului N 
este de 4 lei/kg, se cer cantităţile de alimente M si N folosite zilnic 
pentru ca hrana animalului să fie cit mai ieftină. 


23.29. Se consideră două centre producătoare de aceeași marfă, 
P, şi P, şi trei centre de consum (desfacere) Cy, Ca, Cs. P, produce 
54 tone anual, iar P, 75 tone anual. Centrul C, consumă 27 tone anual 
C, 57 tone si C, 45 tone. 

Centrul P, se află, față de Cy, Ce, Ca, la distanța respectiv de 6C km, 
105 km si 180 km, iar P, față de Cı, Ca, Cs, la distanța respectiv 
de 66 km, 234 km şi 54 km. 

Întreaga cantitate de marfă produsă anual de P, si P, (în total 
129 t) se transportă la cele trei centre C,, C2, Cs iar acestea se apro- 
vizionează numai de la P, şi P,. 

Sá se determine varianta optimă de aprovizionare a centrelor Cu, 
C,, Ca cu marfa necesară de la P, si Pa, astfel ca cheltuielile de trans- 
port pe care le suportă statul să fie minime. 

(Costul transportului se socoteşte în tone-kilometri. De exemplu, 
dacă se transportă 70 tone pe distanța de 50 km, se spune că s-a 
realizat 70 - 50 = 3500 tone-kilometri). 


23.30. Fie datä problema de transport cu datele conform tabelului 
aläturat. 


Numerele din linia necesarului si coloana disponibil exprimä mii 
de tone, iar costurile de transport exprimä transportul unei mii de 
tone in sute de lei. 
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Sä se intocmeascä programul optim de transport. 


23.31. Realizarea a douä piese P, si P, este infáptuitá de patru 
întreprinderi, I, La, I, I, 2 

Sint cunoscute urmätoarele date: 

a) Întreprinderile I, cu capacitafile maxime de fabricare, date 
de urmätoarele numere 


În I, I, La 
12 8 16 12 


care exprimá unitäfi corespunzátoare ca : kilograme, tone, vagoane etc. 

b) Procesul tehnologic caracteristic fiecárei intreprinderi J,, pentru 
realizarea fiecărui produs P;, conduce la anumiţi coeficienți tehnici 
pentru fabricarea unității de produs P, de întreprinderea J „ date 
în următorul tabel 


Prod. 
P P 
Íntr. i E 
L 2 2 
I, 1 2 
La 4 0 
I, 0 4 


Coeficientul o inseamnä cä intreprinderea de pe linia respectivä 
nu fabricä produsul de pe coloana respectivä. 

.c) Venitul net realizat pentru cele douä produse este dat de nume- 
rele 


Aceste date numerice sint raportate ia unitate, de exemplu 2 lei 
per kg, 20000 lei pentru o tonä etc. 

SÁ se determine cantitáfile a si y care trebuie realizate de fiecare 
întreprindere I; din produsele P;, pentru ca venitul total pe ansamblul 
intreprinderilor considerate sä fie maxim. 
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23.32. Pentru o secție de produse 
chimice a unei intreprinderi se fo- 
losesc in procesul de fabricatie douä 
feluri de materii prime M, si M,, 
realizindu-se trei produse Pi, P, P3. 

Cantitatea din produsul P; rea- 
lizatá din unitatea de materie pri- 
má M, este data de numărul a; 
care se aflá in tabelul aláturat, la 


. ve ade = Preţul de 
intretăierea liniei 2 cu coloana 7. cost al unit. 


De asemenea sînt cunoscute pre- | mat. prime | 5 6 
tul de cost al unității de materie 
prima M;, precum si necesarul zil- 
nic, care trebuie realizat din fiecare produs P,, pentru a satisface 
obligațiile contractuale de livrare. 


Unitatea de cantitate u = 1 vagon 


Unitatea de valoare v —'10 000 lei vagonul 


Să se întocmească planul de consum zilnic al materiilor prime, 
astfel ca cheltuielile să fie minime. 


23.33. O întreprindere dispune de 5 feluri de materie primă 
A, = 1, 2, 3, 4, 5) care pot fi utilizate la fabricarea a două produse 
Pj(j = 1, 2). 

"Cantitátile de materie primă disponibilă si proporţiile in care pot 
intra la fabricarea produselor P; sint date in tabelul urmátor 


Materiile prime 
Costul de prelucrare în sute 
Produsele 1 
A | Aa | A | rs | A lei pe tonă 

P, 02 | o1 | 04 | 05 | — 7 

P, 0,3 | — | 0,3 | 91 | 0,4 6 
Cant. de mat. 
prima disp. in tone 3 1,5 5 4 2 


Planul de producfie al intreprinderii cere ca produsul P, sa repre- 
zinte cel mult = din producția totală si întreaga producție să prevadă 


prelucrarea a cel puțin 10 tone de materie primă. Planul trebuie sta- 
bilit în aşa fel, încît costul total al prelucrării materiei prime să fie 
minim. 
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23.34. Presupunem ca in aceleasi conditii de productie ca si in 
23.33. costul prelucrării unei tone din P, este de 1200 de lei, iar 
al unei tone din P, de 1 100 lei. Funcţia de eficiența este în acest 
caz alta. 

Să se stabilească planul de producție astfel ca cheltuielile să fie 
minime. 


23.35. O pepinieră cultivă 9 ha cu pomi fructiferi. Din trei specii 
de pomi A, B, C, mai solicitafi, se aleg aceea care ,aduc un beneficiu 
mai mare. Condiţiile de producţie fiind cele arătate în tabel, să se 
afle numărul de ha ce se va cultiva din fiecare specie și beneficiu obfi- 
nut după un ciclu de trei ani: 


Numărul de pomi Preţ unit. Suma prod. 
obţin. la ha, buc. de irig. lei pe 3 ani Ici 


Specii de pomi | 


A 4 
B 24 000 21 000 4 200 000 
23 000 15 000 4,80 


23.36. Fabrica de bere dispune de 5 secţii de producţie, din care 
secția de fierbere reprezintă un loc îngust. 

Fabrica produce trei feluri de bere: blondă, neagră si integrală. 
Se propune determinarea volumelor zilnic maxim de producție, finínd 
seama de limitele capacității de producție de prevederile planului 
si de cererea pieţei. Datele sînt cuprinse în tabelul următor 


Cerinţele ce rezultă din 


Cap. de prod. plan gi cererea pietei Märimea la fierbere 
Bere a sect. de fierb. in hl 
în mii de hl 
cel putin cel mult acum, | impoz. | ben. 


blondä 300 192250 | . — 106,21 101,62 4,59 
neagrä 396 — 32 450 131,66 115,55 16,11 
integrală 216 33 300 — 137,04 147,40 10,36 


23.37. Pentru prepararea a trei produse A, B, C se amestecá trei 
alimente a, b, c. Alimentul a se procură la prețul de 6,5 lei/kg, b cu 
9,5 lei/kg si c cu 2,5 lei/kg. 

Compoziţia celor trei produse e supusă următoarelor restricţii: 
produsul A trebuie să conțină cel putin 50% din a si cel mult 25% 
din c; produsul B trebuie să conţină cel putin 25% din a şi cel mult 
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50% din c; produsul C poate confine in orice proportie cele trei ali- 
mente. 

Pretul de vinzare al produsului A este 5 lei/kg, a lui B 3,50 lei/kg 
si a lui C, 2,5 lei/kg. 

Resursele de aprovizionare cu materia primá sint limitate si anume: 
se dispune de 100 kg din produsul a, 60 kg din 5 şi 100 kg din c. 

În ce proporție trebuie să se amestece alimentele în cele trei pro- 
duse, pentru a se obține un profit cît mai mare. 


23.38. Un grup de patru unități agricole G,, Ga, Ga si Gu, (dispun 
de terenuri care pot fi cultivate pentru a satisface angajamentele 
luate prin contractári, aga fel încît beneficiul realizat să fie maxim) 
au angajat impreunä contractäri cu produse de griu, orz si oväz, 
cu scopul de a obfine venituri avantajoase. Ele dispun in acest scop, 
respectiv de cel mult 20, 35, 45 si 60 ha. 

Condifiile de producfie impun urmätoarele unitäfi de muncä, nece- 
sare pentru producția unei tone de griu, orz si ovăz la fiecare din 
aceste terenuri disponibile. 

Unitäfi de muncä pentru 1 ha: 


griu 20 14 17 | 15 62 
orz 15 12 12 10 47 
oväz 12 10 11 8 51 
Supraf. disp. | 20 35 45 60 160 


Se cere sä se stabileascä repartizarea suprafefelor la fiecare unitate 
pentru fiecare din cele trei culturi, in asa fel, incit beneficiul realizat 
să fie maxim. 


29.39. Dispunem de materiile prime in cantitäfile si la prefurile 
ce urmeazä: 


Nota- Capacit de | pret. loco 
Materia primi od. 
fiile P m ca: e [rafinărie Vt 
B, | benziná C.O. 40 100 210 
B, | benziná prim. C.O. 54 100 260 
B, benziná crac. C.O. 54 80 240 
B, | benziná crac. C.O. 90 60 180 
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Din aceste materii prime se pot obfine amestecuri, dacä sint folosite 
in proporțiile arătate mai jos: 


QUUMUK | Amestecul | ondifiite Pico raf. eilt 


Benziná cel putin 40% benz. pr. C.O. 54B, 

A auto cel putin 35% benz. cr. C.O. 66 B, 270 leift 
C.O. 60 cel putin 15% gazoliná C.O. 90 B, 
Benziná cel putin 15% benz. C.O. 40 B, 

B auto cel mult 45% benz. pr. C.O. 54 D, 320 lei/t 
C.O. 70 cel mult 25% gazoliná C.O. 90 5, 


Se cere să se determine ce cantități din amestecurile A si B trebuie 
planificate pentru a se asigura rentabilitatea maximá. 


23.40. O brigadá de muncitori constructori se compune din 10 ten- 
cuitori, 10 zugravi si 10 fáfuitori. 

Pentru a se asigura folosirea completá a membrilor brigázii, in 
cazul cînd se schimbă ponderea lucrărilor de tencuit, zugrăvit si fäfuit 
în volumul total al lucrărilor de finisaj, fiecare membru al brigăzii 
a învăţat, în afară de specialitatea de bază, şi celelalte două speciali- 
täfi, (adică tencuitorul a învățat meseria de zugrav și fäfuitor etc.). 
Atunci cînd fiecare lucrează în specialitatea de bază normele sînt 
îndeplinite în proporţie de 120%, iar în altă specialitate în propor- 
ție de 100%. 

Se cere să se găsească soluţia de repartizare optima a muncitorilor 
din brigadă pentru executarea următorului volum de lucrări de fini- 
saj; tencuieli 3200 normă-oră, zugrăveli 1920 normá-orá si fäfuieli 
960 normă-ore în total 6080 normă-ore. 


23.41. Trebuie să transportăm dintr-un loc în altul mai multe lăzi, 
anume: 150 lăzi a 1,1 tone fiecare, 155 lăzi a 0,9 t si 150 lăzi a 
0,7 t. Avem la dispoziție autocamioane cu o capacitate de transport 
de cîte 3 t fiecare. 

Se cere varianta optimă de încărcare, adică aceea prin care se obține 
transportul tuturor lăzilor prin numărul minim de curse. 


23.42. Se pot construi două tipuri de locuințe A şi B materialul 
necesar şi forța de muncă necesară pentru o locuinţă din fiecare tip, 
fiind date în tabelul ce urmează: 
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Tipul A 5,23 tone 0,19 tone 14,3 mii 
Tipul B 4,19 tone 0,30 tone 2,5 mii 
Disponibil 4000 tone 230 tone | 8000 mii 


Prefabricate Muncitori | 
— 0,53 
21,1 tone 0,28 
12 000 t 340 


Să se afle cite locuinţe trebuie construite de tip A si cite de tip B 
astfel ca din resursele disponibile sä se obfiná numárul maxim de 


locuințe. 


SOLUȚII, INDICAȚII SI REZULTATE 


1.1. A} = 60, 1.2. At, = 5040, Aj, — A} = 91-8.7; 1.3. 1° APTI, 2° AP — AP 


n=l’ n=1 7 
= 45-1; 3° 2147-2; 4° p(p — 1) A272. 1.4. 43 = 210; 420; 1.5. n*; 1.0. Pro- 
blema este de aranjamente cu repetitie, (A)? = n?, adică se pot forma 43 = 16 nu- 


mere, care sint: 11, 12, 13, 14; 21, 22, 23, 24; 31, 32, 33, 34; 41, 42, 43, 44 
1.7. pz = 31 = 6 loturi. 1.8. 12 moduri. 1.9. 7 | = 5040. 1.10. 3! cuvinte; COBAI, COABI, 


| 
CBOAI, CBAOI, CAOBI, CABOI; 1.11. n = p%Y = FIT 
a IB ly 
s-a aşezat o variație dintr-o culoare, la aceasta îi corespund p, = 3! = 6 din cealaltă 
culoare, dar prima așezare se poate face in 3! = 6 moduri, deci pot fi făcute 6 x 6 = 
= 36 așezări. Dacă acum presupunem cá prima culoare ocupă locurile celei de a 2-a, 
rezultă cá în total pot fi 72 posibilități. 1.13. (n + 3)! = 338 - n1, n = 5; 1.14. 


1.12. Presupunem cá 


aaa, aab, aac, abb, abc,  acb, acc, aba, aca; 

bbb, bba, bbc, baa, bac, bea, bcc, bcb, bab; 

(ce, cca, ccb, caa, cba, cab, cbb, cac, cbc; (P) = 38, 

n! 
15. p? =» dv eh sun el =n! 1° pf, = 
1415. PAM 012 M! Rel con Asl doa i mes Pia 
41 
= 2121 = 6 şi permutárile sint 2,4,4,43, 4,434,453, 434,434,, 430,4,4,, 4,43434,, 4,4,0,03; 
41 
2° a, = a, = a, atunci A, = 3, 4, =1, deci p$, = 3111 = 4 gi a,a,4,4,, d,0,040,, 4,4,4,44, 
4,4,8,4,, Se constată cá Pa, Ina, A S Pn, avem egalitate numai cind 2, = 1, 
#=1, 2,..., n. 1.16. Ci, = 495. 1.17. C$ = 10 produse. 1.18. 60 încercări. 1.19. 
” 

C$ = 10 triunghiuri. 1.20. C] + Cj = 10; pentru n factori Cl + Ch +... + C? dacă 
neste par si Ch, C,? , nimpar. 1.21. CCI(P,— P}; 1.22. 198. 51 — 190. 
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51.3; 1.23. 1° si 2° C$, căci la un punct de intersecţie al diagonalelor corespunde un 
1 1 
patrulater gi invers 1.24. 1° ct = 2 n(n — 1), 2? Ga = ps n(n — 1) (n—2). 1.25. n drepte 


Se taie in ci puncte, prin concurență respectiv paralelism se pierd c3 —1 gi c 
puncte, rámin deci C? — (C5 + CZ — 1) puncte de intersecție. 1.26. O primă brigadă 
de 10 oameni pot fi aleşi din 30 in Cl moduri. A doua brigadă de 10 oameni pot fi 
alesi in Ch moduri din cei 20 oameni rämasi. Dacá asociem fiecare mod de formare a 
30.29...11 301 


10) (10)! 
de repartizare a muncitorilor in cele 3 brigäzi. Dar trebuie sá considerüm ca diferite 
una de alta brigázile care diferă numai prin numărul lor, deci numărul de mai sus 
-trebuie împărțit cu 31, n = 2.775.498.395.670. 1.27. Numărul sumelor parţiale este 


ct. Aceste sume partiale contin pc? numere, prin urmare, în suma totală, fiecare din nu- 


? 


n 


primei brigăzi cu fiecare din cele de a 2-a, vom obține moduri 


merele 1,2,...,n este luat de c ori. Suma totală este (1 + 2 +.. .+ n) Lop = 
n 


1 
= b Ch. 1.28. Avem (C)§ = CG, 41 = C$ = C2 = 15 şi acestea sînt 
aaaa, aaab, aaac, aabc, aabb, aace; 
bbbb, bbba, bbbc, bbac, bbcc; ccec, ceca,  cccb,  ccab. 


1.29. 1° (C), = Cru 2° (C)5, + (C E Tec (08, = (Oui = Coa 1.30. Din 
numerile pare se scoate factor 2, numere care dau & | 2"; 1.32.— 1.33. Se are in vedere 


»--1 

Ch = aqu 1.36. În c = cea! + c?_, se face succesiv n egal cu « — 1, 
—n 
ss (m — k)! n 
n—2,...,p+ 1 şi se adună membru cu membru. 1.37. An—k = cca Aa 
m—n 
m! en 1 
—k 4k n —-1 

îi ‘(mn — h)!’ AA = AT. 2 y Cath = C LN 1.38. 60 nin? — l)(3m — 2). 


140. 47 = 90 45, AS #0, x 27, x = 15; 141. C27? = C2, x = 10; 142. Se scrin 


combinärile cu factoriali, a, = 25, ze = 176; 1.43 Se impart ambii membrii cun! si 
Anpa nl = Ci, xm 4l (n-kl)(n--2. 144. n>p+1 427150 factor, 


m : 
a=p+2; 145 C7 = CH} + cm), za — —; 146, Expresia este Cas care 
n 
este un întreg. 1.47. 81" = 95^ = (10 — 1) = ... 148. (2-1) = ... = 1^; 
3 
1.49. (1--1)^— ...; 1.50. (1 — 1)” = ...; 1.52. cha=yr-2[ 2) = CÊ2”—P . gf, 2n— EP, 


5 
2n = 6 P o2Pab 0 2 "c i 
n = 6p apoi 03,273" = 2160, p = 25i « — 6. 1.63. 4.1) = Cig” care este ra- 
fional dacă n = 0, n — 6 şi n = 12, deci t, = x79, ta = Ch, x7}, ha = x*; 1.54. E= 


= Vio[200(V 10 + VIO + ... + y 109)] = 200 (10 + 102 +... + 109) 1.55. E = 2 
dacă n = 3k, E = —1 dacă n=3k +1 san n = 3k +2, k=0, 1,2, ...; 
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= 7 * 
1.56. i + i = v2 Er + ¿sin =) j 1.57. 91 = 2, Na = 7. 1.58. (1 + 2x: — 311)10 = 


10! 
ERANT 14(2x%) (— 344), 2b + 4c = 8, b + 2c = 4, b trebuie să fie par; 
a+brc=10 a 1b Ic 


b=0,¢ =2; b—2,c—1; b—4, c — 0, rezultat —555. 1.59. Se identifică coefi- 


: A k n1 (n — 1) ! 
cientii lui x? din dezvoltare. 1.60. Avem AC, = kR— = n- = 
ii kim — k)! > (k— Win — A)! 
= nch-! si atunci kC} sk — m = nxCh- zi PU — go BD expresia din 


stinga poate fi scrisä 
nx[Ce_l — a)" Cl a(t — 2)" 9 4... + CATE a] = 


= nx [x + (1— 9]? = nx. 


II 
2.1. sin 2b; 2.2 sin (a — b) sin (a+b); 2.3. a?+5? — (c?--d2) ; 2.4. D = —1; 2.5. 0; 
2.6. (b? — ac; 2.9. x = +3; 2.10. EZ! = —3, Ya = 2, Az = 5; 2.11. = = ‚in =0, 
2nz (22 +1)r 
+1, ...; 242. +, par St: X. = Tg ee eS (—1, 3); 2.14.% E R; 2.15. In- 
multim elementele liniei l-a cu 2 și apoi cu —3 și le adunám respectiv liniilor a 2-a și 
a3-a; D= —32; 2.16. Adunăm elementele coloanei 2-a și 3-a la l-a,iesefactor 3 etc, 
D = — 117; 2.17 D = 0, liniile 1şi 3 sînt proporţionale; 2.18. a? + b? + c — 3abe = 


= (La) (La? — Yad). 2.19. Se scad elementele coloanei l-a din celelalte două; 2.20. Se 
înmulțesc elementele coloanei l-a cu —5 gi se adună la coloana 2-a, coloanele 2 și 3 au 
elementele proporţionale; 2.21. Se adună elementele coloanei 2-a la 1-a, iese factor a + b, 
rámin coloanele 1-a și 3-a egale; 2.22. Se adaugă elementele coloanei 3-a la l-a și cu 
tg « = sin a: cos a; ctg a = cos a: sin a, coloanele 1 si 2 au elementele proporționale; 
2.23. Se adună elementele coloanelor la 1—a; 2.24. Se scad elementele coloanei a 3-a 
din celelalte două, iese factor (a +b + c)? etc. 2.25. In primul determinant impártim 
coloanele respectiv cu a, b, c apoi inmulfim linia 2-a cu abc; 2.26. In determinantul din 
stinga inmultim liniile respectiv cu a, b, c, iese factor abe pe coloana 1-a; 2.27. Scádem 
elementele coloanei l-a din 2-a gi înmulțită cu 3 din a 3-a. Apoi amplificám co- 
loana 2-a cu —2 şi o adunám la a 3-a, coloana 3-a are elementele zero; 1.28. x, = 2, 
Xa = 3; 2.29 a+b, x, =a, x4, =b, a = b identitate; 2.30 x — 0; 2.31. D = (3x — 
— a — b — cla — b)(b — c) (c — a); Se adună elementele liniei a 2-a si 3-a la l-a, factor 
di — a — b — c; 2.32. Se scad elementele liniei 2-a din a 3-a şi l-a din a 2-a. D = 

= (a — 5 (b — ? — a) za + Sab); 2.33. D = 0, căci devine nul pentru b = a, c = a, 
Pr a = — = —1,c2 = —1, se divide deci cu (b — a)(c — a)(b — c)(1 + a*)(1 + 
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+ b2)(1 + c?) care este de grad mai mare decit cel al expresiei determinantului dezvoltat. 
2.34. D = (da? + Xiab)(b — a)(c — a)(b — c)(a + b + c). Se adună elementele liniilor 2 
si 3 la l-a, iese factor Da? + Diab, se scade apoi coloana l-a din celelalte două; 2.35. D = 
0, se adună linia l-a la a 2-a gi C = er + C_p; 236. D = (a+b + cy; adu- 
nam liniile la l-a, iese factor a + b + c etc.; 2.37. Se adaugă elementelor liniei a 2-a 
celelalte douá, iese factor 3, se scad apoi elementele liniei a 2-a din celelalte douä, 
D = 3(a + b + c)(a? + b? + c?) ; 2.38. Se scad elementele coloanei a 2-a din cele a 3-a, 
D = 0; 2.39. D = (a +b + c(Qa? — Lab). Se adună elementele coloanelor la l-a, iese 
factor (a + b + c), etc. 2.40. D = 0; 2.41. Se pune ay + bx = u, bz + cy = v,az -ex = 
= w şi se dezvoltă, D = 0; 2.42. Se scad elementele coloanei l-a din celelalte. In mi- 
norul rămas se scot factori comuni 2(b — c) respectiv 2(c—a) supranumitorii comuni, D = 
— 0, 2.43. Se scade coloana 1-a din a 3-a, coloanele 2 si 3 devin proportionale, D — 0; 
2.44. D = 0, se adaugă coloana 2-a la a 3-a, apoi cos 2x = 2cos?x — 1; 2,45. D = 0, 
se adaugă elementele coloanei l-a la a 3-a; 2.46. D = (c — a)(c — b)(b — a) (Za? + 
+ 3iab); se scad elementele coloanei l-a din celelalte, în minorul nenul rămas iese fac- 
tor pe coloane c — a sic — b, etc. 2.47. D = 2abc (a — b)(b — c)(c — a); Se descompune 
determinantul într-o sumă de 8 determinanti; Altă metodă; Dezvoltarea deter- 
minantului este un polinom omogen de gradul 6, pe de altă parte determinantul de- 
vine zero pentru a = 0, b=0,c=0, a =b, b=c, c=a deci D= kabc(a — b) 
(b— c) (c— a), făcînd a = 1, b = —1,c = 2 se deduce k = 2.2.48. Se scade coloana 
l-a din 2 și 3; D = (y — x)(z — x)(z — y) [a,(bs — be) + a2(b, — da) + as(b — b1)]. 
2.49. D = 0, se scad elementele liniei l-a din celelalte, ies factori y — x siz — x, se adaugă 
coloana l-a înmulțită cu — la a 2-a, se scade linia l-a din a 2-a, in linia 2-a iese factor 
z — y, se inmulfeste linia l-a cu —(y + 2) şi se adună la a 3-a; 2.50. D = 0; se scade 
coloana 3-a din a 2-a și a 4-a din a 3-a; determinantul de ordinul 3 rămas se descompune 
într-o sumă de 4 determinanti, care au cite două coloane proporţionale. 2.51. (y — x)9; 
Se amplifică elementele coloanei 1-a cu x, apoi cu x?, in sfirsit cu 13, scázindu-se respectiv 
din coloanele 2, 3 şi 4, se dezvoltă după minori liniei l-a, iese factor comun (y — +), 
etc. 2.52. Se scad elementele coloanei l-a din celelalte, D = (a — b); 2.53. D= 
= (a — 1)(a — 2) ... (@ — n + 1); se scad elementele liniei 1-a din celelalte, se obține 
un determinant cu toate elementele de sub diagonala principală nule, deci valoarea de- 
terminantului este egală cu produsul elementelor de pe această diagonală; 2.54. D = 


1 
= n(n—1) 
= (—1) 2 (n — 1)! Sescad elementele liniei l-a din celelalte. Se scrie poi determi- 


1 

— n(n—1) 
nantul rămas cu coloanele in ordine inversă, obținem (—1)? schimbäri de semn 
si cu un determinant care are elementele de sub diagonala principalä nule si atunci 
este egal cu produsul elementelor de pe aceastä diagonalä. 2.55. Se scad elementele 
coloanei 2 din 1, coloanei 3 din 2 etc, rämine 


1 1 13 uu d 1 
—1 1 1 ... | 2 
-1 -—1 Yo See. | 3 
-1 —1 — .. 1 n+l 
=1 —1 —1 ...—1 m 
Dacă se adaugă elementele coloanei 2 la 1, 3 la 2 etc, se obţine un determinant in care - 


elementele de sub diagonala principalá sint nule, deci valoarea determinantului este datá 
de produsele elementelor de pe această diagonală D — 12-2... 2(n+1) = 


= 2?-7?(4 + 1). 2.56. (1)! (n — 1)! [1121 ... 51] 2.67. Dezvoltind determinantul 
după elementele primei coloane, se deduce relaţia de recurentă D, = (a + b) Dy—1 — 
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as — b3 at — pt 


— abD„-2. Se verifică uşor cá D, = (a + b)? — ab = Ba ‚D= FEN . Sá 
a — a — 
ar—1 ES b5—1 a? PES b? an — br 
admitem cá D,-2 = —— şi Dna —,—— —— , atunci D, = (a + b) — 
a—b fa—b a—b 
a”—1 — p9—1 anti — pnt} DEM 
_ MU Mu ERE 2.58. Se înmulțește linia 2-a cu p $i se scade din 
— a — 


linia 1-a, in mod analog se procedează cu linia 3-a faţă de a 2-a, etc. Se deduce ecuaţia 


1 Y» 
x” [= — >) = 0. 
E 


"LI 


2.89. a? — 10 x 20, y= 1; a — 1-0, nedeterminat; 2.60. a + 52:50, x =a, y=0; 


1 
2.61. a? — b £0, x =a, y= b; 2.62. a0, 60, ab r=y= 2 2.63. a + 


#zb(-1+ V2),*#= a+b, y=a—b; 2.64. x = y = $+ q; 2.68. x = cos 2a, y = cos a; 


a. , a+b 
2.66. x = sin? a, y = cos? a; 2.68.» = y = 1; 2.69. % = a cos > sin > : sin . 


2 2 
a b a+b a+b Ra b a+b 
y = (asin Soin): sin > , D = — sin? = » D4-» —a cos 7 ein > sin t , 
a b. + b em 
Dy = « sin y sin zu ru 2.70. x 2: Cp, y = — [m(m — 1) (n — 2m]: 


:[n(n — 12]; D = — CY, 2.71. 1? + y? = 1; 2.72. Se deduce x = p cosa, y = p sin «; 
2  y3 = f; 2.73. x = cosa, y = sing, 724 yB=1; 2.74. x= [a(l + 
+ sin a)]: (1 — cosa); y = (csin a): (1 — cosa); y? — 2cx = 0; 2.75. D=5, x= 1, 
y = 0, z = 2; 2.76. x = 7, y = 3, z = 1 ; 2.77. x = a — b, y = a, z = a+ b; 2.78. a 4 
# bxc, r=abea + b+<c, y= (a + bd)(b + c)(c + a), z=a + b3 + c* + ab + 
+ bc + ca; 279. x = a+by=a—bz=-a+b; 2.80. D = (b — a) (c — a) (c — 


1 
— b)(ab + bc + ca), Da = —a(a + b + c)(b — c)(ab + be + ca); 2.81. = z (b + c), 
1 1 
yy Cta, z= 7 (ap 0). 282.9 — a t b, y 50,2 5 a — b; 2.83. & = bo, y —ca, 


z = ab; 2.84. xy —y —z— ; 4.08. x = —a, y = —b, z 5 —c; 2.86. x, = —8, x4 = 


3 
1 
=% = 0, x = —3; 2.87. #4, =l, Hg ol, 9 2, a 0 58; 00, 7 = mt), 
1 
y= —2 (2m +3), z= 7 (01m + 14); în = 24 dá m,=6, m = —36: 29; 290. a + 
+ 2b 20, —2a —b — 3c = 0, 2a — b + 5a = a, —3a + 2b — 8c = 0, sistem com- 


11 — 19 —1 —1 
patibil cu a = 2, b = —1, c = —1; 2.91. 4B = , BA = ; 
7 — 12 1 0 
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0 0; 
,92 o gli 299. Inmulfind pe linii găsim 


x? + 2a, + b, ax + 2x + b, x + ax + 2b, 
2x + a,x + 3b, #2 + 2a, + 3b, 9x + bax + 2a; 
x + bx + 3a, baz + 3x + ag x + 3b, + Ag 


8, = l, a, = 3, a, = 3, b, = 2, b, = 2, b, = 1. 2.94. Matricea A obținută ca produs 
se descompune intr-o sumá de opt matrici, determinantii fiecärei matrice sint nuli, fiecare 
avind elementele a douá coloane proportionale, iar determinantul lui A este cel cäutat. 
2.95. Determinanti asociafi matricelor sint 


2 —1 | 3 —3 
= 1 =Æ 0 nesingulará ; = 6 — 6 = Osingulară; 
—] —2 2 
ad =: bc. nesingulară. 
3 —2 2 
2.96. 1° M'z|-—1 1 —1]; 2? det. M = |M| =5 = 0, 
0 1 4 


M,=5, My= 4, My = —1, 
Ma = 10, Mas = 12, Ma = —3; 
My = 0, My = 1, My, = 1; 


4 17 
1 — — — 
5 5 
m- 2 12 3 
u 5 5 
1 1 
0 — — 
3 —9 1-1 
2.97. 1? doi, 2° patru; 2.98. Se inmulfegte cu 471, X = 1 al Y = | 1 6 H 
1 2 1 x 6 
2.99. A = 2 —1 —1 , X= y Fi B = 1 , Ay = 3, Ay =], Ag = —1 etc, 
—1 5 2 z 7 
2 , x 
ATAX = X = ATIB =| 1 |=} y | deci x = 2, y = 1, z = 2. 2,100. D = m? —1, J, 
2 z 
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D;40, x (3m — 1): (m? — 1), y = (3—m):(m* — 1), II, D=0, 1? = —1 sau 
2? m = 1, sistem imposibil; 2.101. D = —2m* — m + 1; D = 0, pentru m= —1 si 
1 1 
m = rá I, D 0, soluţie unică; II, D = 0, 1° m= —1 imposibil, 2? m = » impo- 
sibil; 2.102. D = m? — 7n + 12, D 0 soluţie unică, I, D = 0, 1? m = 3, sistem ne- 
determinat, sistemul se reduce la x — 2y = 4, fie y = X atunci x = 4 + 21, X arbitrar, 
2? m = 4, imposibil; 2.103. D = m(m? — 1);2.104. D = 5m — 1; 2.108. D = m? — 4; 
I D0, x= (3m + 1):3(m +2, y= —li(m+2);$ I, D=0, 1°m = 2 ne- 


determinat, 2° m = —2 imposibil; 2.106. D = cos? a; I, « 4 (2n + 1) z n =0, 1, 


T 
2, ..., 4 = tga, y = cos 2a: cos a; II, au = (2n + 1) > nedeterminat. 2.107. D = 
= 3(m — n) (m+n); I, D#0, x-—(ld4m:(m—n, y =(m—2): (m + n). TI, 
D = 0, adică m = n sau m = —n sistemul este imposibil. Dacă raportăm planul la un 


sistem de axe Omn, sistemul admite solutie unicä in tot planul, exceptie pe cele douä 
bisectoare ale axelor, unde sistemul este imposibil; 2.108. m = 3, n = —6; m=1,2=2; 
2.109. D = m?(m + 3); I, D0 adică m 40 şi m = —3, soluţie unică, II, D = 0, 
1° m = 0 din sistem rezultă imposibilitate; 2? m —3, nedeterminat x = 


1 1 
= a (4 + 32), y = = (2 + 32). 2.110. D= (m + 2)(m — 1)?, I, D0 compatibil, cu 


soluție unică; II, D = 0, 1° m = —2 gi n = —1 nedeterminat, m = —2 gi n —1 
imposibil; 2° m = 1 si n = 1 nedeterminat x + y +z = 1, m = 1 sin x 1 imposibil. 
2111. D = m(m + 3); 2112. D = (1 — m)(m* — 4m — 12);, 2.113. Compatibil dacă 
m = —19 şin = 0, x = —1,y = 1, z = 2. 2114. a = 2, b = 3, c=4,%=2, y — 1, 


€ — 1 
z = 3. 2.115. D = «(1 — B) («8 — 1), I, D #0, mar y= it 2 
H y i MZ a E 
II, D=0,1°« = 0, B = 0 nedeterminare y = —z,z=0,a=0 și 8 0 imposibil. 
2° g—1,«;41 imposibil, B =1, «= 1 nedeterminat x +y Ez — 1; 2° «8 — 1, 


»z=0, 


a z 1 nedeterminat, x = — (1 + a — z), y = — — . Fie un sistem de axe de coor- 
a 


& 
donate «OB. Ecuatia «p = 1 reprezintă o hiperbolä echilaterä, avind ca asimptote 
axele de coordonate. Fie M(a, B), dacă M se află pe ax Ou, sistemul este impo- 
sibil afarä de origine unde este nedeterminat. 
Pe dreapta ß = 1 sistemul este imposibil, afarä 
de punctul A(1, 1), unde este nedeterminat de 
ordinul al 2-lea (fig. 2.115). Pe hiperbola 
af = 1 sistemul este nedeterminat de ordinul 
intii, afará de A(l, 1) cind este nedeterminat 
de ordinul 2. In restul planului sistemul este 
compatibil si cu soluție unică. 2.116. D = 
= m*m*?—4). I, D0, soluţie unică; II, 
1? a = 0, compatibil dacă a = c gi b = d alt- 
cum imposibil etc. 2.117. m = 6, x = 2,y = 1; 


1 
2.113. m ="2 „= —1, y = 2; 2.119. m,=0, 


Ma = 2 gi m¿=4. 2.120. x = tga, y = cos 2a: 
:cosa; 2.121. x = cosb, y = sinb; 2.122, 
6-1, b= —1 gi x=2, y = —1; 2.123. a— 1, 
b=2, x = —1, y=2=0; 2424 x = 13%. 
y —2h, z — 7h; 2.28. x = —3k, y = —4k, 
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z = 5k; 2.126. x = y =z = k; 2.127. 2m? — 7m +3=0; 2.128. m® — 6m 9 = 0; 
m=3; =y=z=%k; 2.129. m= —7, x = 3k, y= —k, z = k; 2.30. D=0, 
x=y= hd, z= k, apoi k= +1; 2.131. x = &(b — c), y = k(c — a), z = h(a — b); 
b? c? c? 2 

2.132. x = — yh — . k = —(a— —d)(c — d), 
32. x —; =) y [= Za etc. k (a — d) (b —d)(c — d) 
x = (a — d)(b — c)(bd + cd — bc), y = (b — d)(c — a)(ad + cd — ad), z= (c —d)- 
- (a — d)(ad + bd — ab); 2.133. m, = m, = 2, m, = —18; 2.184. x = k, y = 2k — 8, 
z = —3, u = k, u gi k arbitrari; 2.135. x =y = =z =k, k= 41; 2136. x = m, 
y=-—1,:=0,¿=1; 2437. x = —abc: (1 — a(1 — b)(1 — c), y = —be:(a — 1): 
(a — b) (a — c), z= —ac: {b — c) (b — a) (b — c), t= —ab: (ce — 1) (c — a) (c — 5); 


] 
2.139. x = 7 (—z + 124), y = 7 (102 — 1); 2.139. In determinantul sistemului se 


adună elementele coloanelor la l-a, iese factor (a + 2b +c— p), in determinantul 
rămas se scad elementele liniei l-a din celelalte, rămîn posibilitățile c, = a + 2b + c, 
pa = P3 = 4 — c, Py = a — 2b + c. 2.140. D= (1 — nn; AQ = X. =..’= go = 1, 
Xp = 0; Se adună coloanele la l-a, se scade apoi linia l-a succesiv din celelalte linii, 
elementele de sub diagonala principală devin nule, valoarea determinantului este egală 
cu produsul elementelor acestei diagonale. Pentru calculul lui D, etc, se scad elementele 


liniei l-a din celalelalte, D; = (1 — n)?-1, ¿=1,2,...,2—1, 214. Don +1, 
1 
| =M=... == Za: Se procedează ca la Ex. precedent. 
n 
ul 


3.1. Se arată cá este imposibil ca Y 2 = 2 » P sig fiind numere întregi prime între 
q 


ele; Va = 1,414213 ..., lg 3 — 0,47712 ...; Sin 13? = 0,225 ...; m = 3,1415927 ...; 
32. —3x + 4y — 5 + (x + 2y) y2=0=>3:x+2y/=0; x= —]l, y=1:2; 33. Avem 
=, > — - - b — - - 
Va(V5 — Vc) = d — e, V5 — Ve =: Aceasta si cu V5 + Ve = Ya prin adu- 
a 


nare și scădere dau 
- ca+bc - -a—b-rc Va Vb Vc 
VE = Va, yz a pate, Ys YE, NE 


a, b, c fiind rationale si 2a, a + b ~c, a — b + c sint raționale. 3.4. Se egalează cu 
x şi se ridică la patrat respectiv cub; 1? 4; 2° 2, 3,5, Se aplică (u + v)? = «3 + 
+ v? + 3uv(u + v). 3.6. x € (a, 5a]. 3.7. Avem 16a? + 8a + 3 = (4a + 1} +2 deci 
(4a + 1)? < 16a? + 8a + 3 < (da + 2)? de unde 4a +1 < Yi6a + 8a + 3 « 4a4- 2. 
Apoi 4a? + 4a + 1 < 4a? + Y16a + 8a + 3 < 4a? + 4a +2 < 4a* + 8a + 4 din care 
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2a4 i< V 4a* + y 16a? +8a+3 < 2a +2; 'adunind a, avem (a+ 1)? < a? + 
+ V4at4- Y 16a*+-8a4-3<a?+2a4+2<(a+2)*. Apoi ati<V a*4- V4at-- V 16a*--8a 4-3 « 
b 


a 
< a + 2, deci a + 1 este cel mai mare întreg conținut in numărul dat. 3.8. — = 7 
c 


C 

si 7" 5” E si acestea sint suficiente. Pentru condifia de necesitate se ega- 
1 1 1 i 

lează cu A şi se aplică proprietatea ca două polinoame sá fie identice. Generalizare 

1° polinoamele să fie de același grad; 2° coeficienţii termenilor asemenea să fie 


ax 4+ b 
i^ k, deducem (a—ck) x = dk — b. Dacă a — ck =£ 0, 


ionali. 3.9. Notind 
proportio ot — 


prima parte este irafionalä. iar a doua rationalá; egalitatea este imposibilă. Egalitatea 
a b 
cere ca a — ck = 0 şi dk — b = 0, deci k = — = T (Ex. prec.) 3.10. 1° Deducem 
c 
Vn +Ym-1i= Ym + Yn — 1 si ridicind la patrat. găsim n = m, egalitatea ba- 
nalá. 2° Avem (V2 — 1)! = V2 - VI, (V2 — 1)? = 3 — 2V2 = V9 — V8. Fie p par, 
adică p = 2k unde k este un număr natural, atunci (v2 — 1)% —a—by2- Ya — 
— Vi = Vn — Vn — 1, după 1°, n = a*,n — 1 = 2b*, de aici a? — 2b? = 1. Dacă 
2 — 1)2+2 — a, — b, V2 deducem cá aj — 2t = 1. Intr-adevär, (V2 — 1p = 
= (V2 — 1?(y2 — 1? = (a — b V2)(3 — 2 V2) = 3a + 4b — (2a + 3b) V2, prin ur- 
mare intre perechile de coeficienti consecutivi avem relatiile 
(1) a, = 3a + 4b, b, = 2a + 3b si aj — 2b} = (3a + 4b)? — 2(2a + 3b)? = a* — 2b? — 1. 
Pornind de la două valori particulare care satisfac egalitatea a? — 2b* = 1, prin 
aplicarea repetatä a formulelor (1), deducem o infinitate de solutii in numere naturale 
ale acestei ecuaţii. De exemplu pentru a = 3, b = 2 (cazul n = 2), din (1) deducem 
a, = 17, b, = 12 (corespunzătoare pt. n = 4); cu acestea gäsim a, = 99, b, = 70, etc.; 
Analog se tratează cazul cînd n este impar. 3.11. Solutia 1-a, Dacă înlocuim în E pe 


1 
z cu — — (ax + by), obţinem 
c 


E- ala + c)x® + 2abxy + b(b + c)y® _ 
ala + (a + b + e)a? + 2ab(a + b + c) xy + b(b + ola + b + oly?’ 
in care A = — = £ „E este independentă de x, y și z căci coeficienții lui 48, xy, 
A B G 
£? sînt proportionali (Ex. 3.8), Soluția a 2-a. Numitorul se poate scrie 
(a + b + c)(ax* + by? + cz) — (ax + by + cz). 


În ipoteza 
ax + by + cez =0, E=1:{(@+b+.c). 


1 
3.12. 1° (x — y} + xy > 0.2? z [x — y) + (y — 2)? + (z — +)?] 2 0. Sau se ordonă 


şi rezolvă în raport cu o literă, discriminantul este negativ, deci expresia pástreazá un 
semn constant. 3.13. Inductie completä: 1° In identitatea lui Lagrange se face 


a; = —- = Va. 3.14. Rezultă din egalitatea atb a 
; = — = Vo. 3.14. Rez egalitatea ————— = —————— — . 
m, 8 ltatb lab I+ta+b 
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3.15. Se adunä 1 fiecärei fractii gi in membrul al 2-lea n, si atunci 


1 1 n 
Xd ss Ps) a... — | > 
en | de Hi n— i 
Notăm Za + % +... + Zp = Yu ..., 4+... + 4-1 = y4 şi adunăm membrii 
I 
(n — D(x,-- xj +... T3454 see T Yn, de unde (y, + soe +9)[— ++ 
1 


1 

+ —) 2n 316. xy(x +ry+r d+... = (x + y + z)(xy + yz + zx). Apoi cu (a — 

- In 

— b) > 0, avem y? + 22 > yz, 22 + 12 > Lex, 11 +4 yt > 2yx. Inmulfind aceste inegali- 

täfi respectiv cu x > 0, y > 0 si z > 0 gi adunind membru cu membru avem Xx? + 

+ 22) > 6xyz, la care adăugind ambilor membrii 3xyz, obţinem inegalitatea propusă. 

Egalitate dacă x = y = z. 3.18. Inductie completă, 3.19. x < 0,1: (1 — 3x); 0< z <1, 

(x + 1): (3% — 1)(+— 1); x> 1; 1: (+ — 1). 3.20. 

x |—o —1 

x+1 —(x + 1) x +1 
—(x — 1) 

E, |—(*+1)+(4-1) = -2, —2, x--1-4 (v—1)=2%, 2, x .- 1— (x — 1) 22, 


x+l 


x—1 


x—1 —(x — 1) 


1 1 l— 1 
3.21. E, are sens pentru x c (—1, 1) — (- 7’ AD E,=3x: VI — rê dacă — $^ 


1 — 1 1 
<r<z şi Es = —3x:V1— x? dacă —l<xr<-— y sau y <x< 1. 3,22, E, are 
sens pentru + > 1 şi E, = 2 dacă 1<xr<251 E,— 2Vx —1dacá x 22. 3.23. a< 1 
sau a 22, E=1:(2a—3), 1a «2, E= 2a — 3, a 2:3. 3.24. Se presupun 
cazurile x si y de acelasi semn si de semn contrar. 3.25. x — 1; 3.26. X, l, % = 3, 
3.27. nu are rädäcini; 3.28. x, — 0, x, — 3; 3.29. m < 2 nici o rădăcină, m = 2 toate 


1 1 
numerele cuprinse între 1 și 3; m> 2, x, = p (4 + m) x, = 2 (4 — m) 3.30. x, = 


] 1 i 1 a 
maar er 3.31. x = 1; 332 x= — 4, x,— —1, it y (14 V33); 
3.33. z,— —4, %=0, 124; 3.34 1° 2>0, y>0, 142y=3, 24y=2; zl, y=1; 
2° z>0,y<0,x- y=3,7+y=23, %=7: 3,y = — 1:3; 3* x<0,y>0 


si 4° <0, y < 0 nu are soluție. 3.35. Din y — 5 = [x — 1| 2y > 5. Se înlocuieşte 
y—-5cul-—|r—1|; 4, = 1:2, y,— 11:2, x, = 3:2, yg = 11:2; 3.36. x = 0, 
y = 1, 3.37. 4 cazuri: 1° x —y 220, x + y — 1 2 0, nu este solutie. Solutia x = 4:7, 
y = —3,5 şi x = —2:5, y = 9:5. 3,38. Rezumăm studiul in tabloul 


x -o  -63'" —4 Fort o” ot 
@+N@44 | + + 0 -0 + + 
x* + 6x + 0 — — — 0 + 
Semnul expres- + — + — + 
siei date 
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Inegalitatea este verificată pentru —6 < x < —4 ṣi -1<%<0,sauxe (—6, —4) U 
u (—1,0). 3.39. Expresiile 


2-1 , Qx— )0 — 4) 


1—*x ý (1 — x)? 
au același semn. Dar (2x — 1)(1 — x) = —247 + 3x — 1 < 0 pentru -o « x < 5 
şi x > 1. Expresia 2 — x — x? se anulează pentru x = 1 gi x = —2 gi este pozitivä 


. 1 
pentru —2 < x < 1. Sistemul este satisfăcut pentru —2 < x < 2 . 9.40. Trebuie ca 


m 
"<0 şi 2m — 1 « 0, mE (—o, —4); 8.41. 8 = m(m + 1)(m? + 1), S=2 + i? 
m — 
mA] 
=———— mo, ml. 
m (m — 1) 
m 3 | P S Natura rádácinilor 
— 00 
— + Räd. reale, de semn contrar, 
—1 0 0 0 Rad. reale egale x, = x, = 0, 
— + _ Räd. complexe ; 
0 0 eo — imposibilitate ; 
+ — — Räd. reale, de semn contrar, 
1 
1 + © 00 Ec. de gr. 1; =; 
+ + + Räd. reale, ambele pozitive. 
00 


Avind in vedere a + 23 = (7, + x — 34%,%,(% + x) 


a + D. 4m? + 5m? + Am + 3 10m? + 2m? + 4m 
—— = noan n E +5 pL pema ma > O Pentru 
2+2 (m- 12m + m +1) (m — 1)(2m? + m + 1) 


mE (— œ, 0) y (1, o) căci 2m? + m 4-12» 0, 552 -- m+2>0 pentru sek si 


7m? + 4 5 
pg-g2——m im? _, <0, m< 1, deci m € (—0, 0]. 3.42. Ex 
(m — Y2m* -- m--1 m-l i 
precedent 3m? + 13m? + 18m 4-822 0; m => —2, m,— —4:3, m=—1, mE. 
4 
e[-2 — Ju. co) 9.49. Avem +, + 4, = m, 2%, — a» = 2m — p gi X12 Xs. 
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1 1 
Din primele două relații deducem x, = * (38m — 2), x= » f. rezultá conditiile 


(3m — p)p=92m—p), 3m—p>p. Eliminind pe m se deduce p(p— Uu» deci 
p € (—o, 0) y (3, 6). 3.44. x E (1,5) sau1« x«5. 3.45. +> — > sau +E | — E o]; 


—1+ YT]. 
4 


2 


346. x © (—o, —3)U E «J- {2}; 3.47. E(—w, —2 — V 2]U E 


1 


—1)(2a — 1), a2—1>0 pentru ze(—@, —1) U (1, œ) şi negativ pentru x € (—1, 1).. 
Dacia < —1saua > l, x < 220 — 1): (a + 1, C1 < a < 1, x > 2(2a — 1): (a + 1); 
a = lniciosolutie, a = — 1 orice x este soluţie. 3.53. m? — 4 > 0, x < (m — 1): (x — 4); 
m* — 4 <0, x > (m — 1): (m? — 4); m = —2 nici soluţie; m = 2 orice valoare. 3.54. 
ACC; 3.55. (—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, }. 3.56. AN B = C. 3.57. 1° (—4, —2, —1, 
0, 4); 2° (—4, —1, —2, 0, 2, 3, 4}; 3° (0, 4}; 4° (—4, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4}; 
5° (—3, 2, 3). 3.58. A = (2, 3, 4, 5}; B=(1, 3, 4, 5). 3.59. X = (1, 4, 6, 8, 9), 
Y — (2, 4, 5, 6, 7, 9). 3.60. (a, b, d, e, f). 2? (e). 


IV 
41. Un = aa 42, Un = (—1)571n ; 4. e Wy = (—1)"7 2 H 4.4. ay = Se PE E 
n n (2n—1)(2n-+1) 
1 2n + 1 
4.5. by = 2 5 4.6. cp = —— M; 4.7. 1, 3, 5, ..., Qn — ly ...3 
n(n + 1)(n + 2) (2n — 1)28n=1 
1 1 1 4 
4.8. 1, —1, 1, ..., (—1)?71, ...; 4.9. ——, ——, ..., O ...; 410. ——* 
1.2'2.3 n(n + 1) 1-3 
5 n-+2 Fever : 1 5 
pp 03 sees elle = = Zu , EL T »¿r=9, 
2.4 (n — 1)(n + 1) 3 a, = a, + (n )r, s 2 (a, + an 
27 
2° r = —2; 3° (2 + 5r}? — (2 + 20 = 225; n = 3, = e AME 4 —8r, ar, 


x +r, x + 3r, se deduce sistemul 6x? — 10r? = a, 4x3 — 20xr* = b, eliminind per ob- 
ținem 853 —2ax -- b — 0; a=86, b= 176, 4, = 4 gi 2x! 4 8x — 11 = 0. [4.18. 


(aa + aon)" 
Gs + a +... + an = TOS = 208, (a, +7 + a,+ (2n — 1)r]n = 416, a, + 37 + a, + 
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+(2n — 3) r = 52; n=8,r = 3; 4.14. s — r = 74, s— n = 70, s — (l +r 4 n) =47. 
Se adaugă l = a + (n — 1)r, 2s = (a + l)n; Apoi s = 70 + n șir =n — 4 etc. Se de- 
duce n? — 3n? — 48n + 140 = 0, accept. n = 7 apoi a = 2, /= 20, r — 3 şi s= 78. 
415. a,— X — 2r, ag = x — r etc, y = 0 sau r — 5, x = 15. 4,16, 108 = 20 + 11r, 
f = 8; 20, 28 etc. 4.17. a, +, = 2a, >) a, — 4, = ay — a, — r, etc 418. x +7 = 
=y +z sau x =u — 3r, y =4—Y, z=urn, t = u t- 3r; 419 n = 10; 4.20. 
a, = (a — l):a, ay = l:a, v — —l:a, n=a— l1, s=(a—1):2; 421. Avem 
ap = 1 + (n — 1)4 = 4n — 3, bp = 4 + (p — 1)11 = Mp — 7. Din 4n — 3 = 11p — 7 


scoatem p = i (n + 1) rezultă că p = multiplu 4 si n + 1 = multiplu 11 deci 


p=4m şi n =!llm — 1. Termenii comuni sint 37, 81, 125, ..., [37 + (r — 1)44]. 
4.29. 1° Ultimul număr este n + n — 1 = 2n — 1; 2° Pentru linia k, avem k + 


1 1 ud 
Te (+k l) = mln + 2k — 1); 3 o ede 
=n; 49 1 =14345+...¢ (2n — 1) =n, 1,=2+4+6+...+ (n — 2) = 


= n(n — 1), ... I= k + (k +2) +... + (Qn -A=nn—-k+l; „=n: 1, + 
+...¢],=nn+...4+ 1) = zen + 1). 424. a, = a,g^-!, a(g? — 1) = 16, 
ad — 1) = 144, q = £9 etc. 425. (a — 3r) (a + 3r) = (a — v? etc, r= 0 si 
r= a 4.26. 7, 7q, ..., 705; = —2, qa — 2 şi 4 ratii numere complexe. 4.27. 
a=x:qb=x c=cq; sau dacă ++ y+2=0 atunci X9 + y9 + 23 = xyz. 4.29. 
Progresie geometrică cu rafia b:a. 4.91. 54: 100 + 54: 100°+ ...; 6: 11. 4.32. 
uw = V; uw — v? = (atx — ad)? + (aty — ay?)? + (xy — xy?) = 0. Cum a, x, y sint 
reale a2x — ax? = 0, aty — ay? = 0, x*y — xy? = 0. Soluţii. 1? a = 0, X = 0, atunci 
u = y, v = y, w — 55; 2° a = 0, y = 0, u = x, v = x3, w= x1; 3° x=0,y=0, 
u = a?, v = a, w = at; 40 x =a, y = 0, u = 2a?, v = 2a, w = 2a*,5” y =a, x =0, 
u = 2a, v = 2a?, w = 2a*; 6° x = y =a, u = 3a?, v = 3a*, w = 341, 433. ap? + 
+ bg! = x(ap + bg) + yla +b), ap? + bg? = x(ap? + bq?) + y(ap + bg). Se deduce 
X4 =p +q, y = —pg. Dacă se consideră şirul 
a+rb+c ap + bq -- cr, ap? + bg? + cr?, ap? + bg? + cr’, ... 

si se cere să se determine 3 numere +, y, z, atunci se obține 


x=p+4g +r, y= -pq — pr- g, z=pgr.. 


434. Din up = an? + bn +c cu u = 1, «4 = 7 gi u, = 19 se deduce a = 3, b = —3, 
n n n 1 2 
c= 1. sy = >> 86-1) +1] = 355p — 393% +n = n. 435. [^ + =) m 
k=l k=l k=l " 
1 1 art — a 1a” 
= atk aaa 2:5 s$ = atk re 2n, a? 1, SI ee u 
rar > toza + =Æ "E Fama)? 


+ 2n, a? = 1, s=4n. 4.36. 1? cresc. mărginit; 2° monoton mărginit; 3? mărginit; 
4% a > 1, cresc. mărginit; 0 <a < 1, descr. mărginit; 5° descrescător nemárginit, 
4.37. Trebuie ca pentru orice numár e > 0 sá se poatá determina un numär N, astfel 
n 1 


n+l 


1— <e Prin urmare trebuie ca 


ca pentru n > N să avem 1 < e, 
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1 1 1 
n+1> —,2>-—-— 1, Notind N = —— 1, pentru orice n > N condiţia este 
£ £ £ 


satisfăcută. Dacă e = 0,01 atunci N = 99, deci incepind de la rangul N = 100 toţi 


n 1 
termenii satisfac condiția |] — —— | < 0,01. 4.38. |u,— 1| = — căci 2^2 0; 
n+1 2» 


ipd 
I 1 m lg lie 
— «c, 2^» —,5n1g2 »1g—, 4 » ——-. Notind N = , rezultá cá pentru 
2^ € € lg 2 lg 2 


orice n > N avem |u, — 1| < e. Dacă e= 1:10 atunci n > 4. 4.39. 1° Sirul este 
n+ 1)? n+1 2 

Pet bn « 2, deci 0 < ay, < 2; 
n(n + 1) n 2 

Ag — G&41 = (2k + 3) : k(k + 1)(k + 2)(k + 3) > 0 evident, şirul este strict descres- 


cátor, căci ag = az4, numai pentru k <0. Avem lima, = 1. 2° by = 2(n + 1): 
y n0 


:(n + 2), lim b, = 2. 4.40. Sirul este monoton az —23444 >0 şi mărginit 
fi> 0 


mărginit căci a, > 0 evident si a, 


căci 0 < ap < 1, az > 0 evident, a, < 2%: (1+ 2)(1 + 2)... (1+2) « 1, deci a4 < 1, 


n 
deci {up} este convergent; a, < 2” : 3" < 1:2" dar 292 > ri + 1 (Bernoulli), as < 


1 
« — < — , lim 44 = 0. 441. lim u, = 0, conv. ; 4.42. lim vu, = 1, conv.; 4.43. con- 
n n no n— 00 n= 0 
vergent ; 4.44. lim u, = oc ; div. ; 4.45. conv. 4.46. 1: 120, conv. 4.47. lim a, = 0, conv. 
n— o Ph 00 
nr 1 
4.48. lim a, = oo, div. 4.49. div. 4.50. lim a, = 2; 4.51. ap = DUM ot 
fio n—w 1 2 
14 — 
n? 
: 1 ; n 
div. 4.52. — conv. 4.53. lim log u, = log lim w,; lim 44, = 3; 454 a, > === 
2 n co fio 10 Vn 
Vn, div. 4.55 : 1 li 1; 4.56 
= , div. 455. ————— = — — 77, ge le , dm uy =1; 4.56. 
l k(k-1 k Ri!” n+l’ nao 
: Se E + : | li : 4.57. 1): 2 
ee ar E al ence M^ im Un = —; dl Uy = D — : 25; 
k(k--1)(k--2 212 k+1 h--2|]' no " 4 Se a 
4 1 
lim 4, = 1:2; 4.58. a < 1 sau a > 1, lim u,=0. 4.59. u,= a= D= 
fi o "no 4n* + 1 2«*—2n4-1 


1 1 1 
Qn? + 2n + 1 F Ont — 2n +1 2(n + 1)? — 2(n + DEL 1 = fin) — fin + 1); s= 
= f) — f(2) + f2) — f(3) +... + fn) — fn ++ 1) = f() — fin +1), ete. 460. = 


n—1 = — 
= f(n) — fin + 1), fin) = 2€ — 2n 4.1 , Ex. prec. 4.61. Cum V» > 1, punem Y»—12 
— 1 = 
= âp, de aici » = (an + et ok. a, wa) ob ae 


4 
unde a2 < . Dacă n> 2, a-1>n- =, deci a? < = — deci 
n—i 2 n n 
E 
| 2 
lim 0. 4.62. P : ; HH P 0; 4.63. — rn. oy fe : | 4.65. Est 
Gg =U0. 4.0. = oT ei = «Ud. Pp feud ar > 4.08. e 
mo” ^ m " k (k +2) E k +2 : 

l : -" z VE ze svat" 
crescător si să arătăm că este gi mărginit. 1 < VZ <2, Vă < VZ = 2, V2 < 
<V = 2, ... wiı<m<2 466. Avem 1-24... —2n — 1 434...4 
m" )-Q444 + 2n) (I+ 2n — In ra —n 

"n —1)— bet n) = ———— + —— zu = = ===", 
2 2 ys 
lim a, = —1, conv. 4.67. 1: . tr +1) = A(R 1) = k2 k= 
dim an d (n + 1) 2 (è + 1) » 2» 
1 1 1 n + 1)(n +2 
= — n(n + 1)(2n + 1) + — n(n + 1) = — n(n + 1)(n + 2), „o ED 
6 2 3 3n? 
1 1 9n F1 . 
lim a, = — , conv. 4.68. 12+2°+...+n?= — n(» + 1)(2n + 1), a, = ——, lima,= 
5-0 3. 6 6n fi-— o 
1 n 1 2[, veel 
= 2' conv. 4.69. Progresie geometricá cu q — — 2 m= 3 T (-1) 2541 |’ 
2 7 2 (2 1 
dy => — cînd s — co, conv. 470. —. 471. 19 2H — TEN [i + zr ‚2° Uti- 
3 3 s n+l 


1 
lizám (1 + @,)(1 + a.) ... (143-8) >1+083+... + ay, god es divergent, 


a n—1 
Gi 
1 b 


72 = — —; b, li = —1:b*; =b, —1: 30%; b, 0. 
442. Gy m 3E] a< ane = a a > 
wh ER 


4.13. Sirul este crescător căci auzi — ân = 


1 1 
2n + 1 on +2 


0 căci 2n +2 > 


1 1 1 
2 1. D eee = < 1. 474. U = as, 
ee SS DE tu um n+l UN 
2 L3 i 
CES na TT. E i : Bl A 
s= — — + = hs — == —— ——-1—|—|, lim «=a. 
gy gn = 3 mo ” 
l 3 
P— b 
4.75. Vom trata problema mai generală. Dacă a > 0, şirul u, = Va, Uy = Va + lu. 
b Á- 
Un = Vat uni, ..., are o limită cînd n—» oo. Sirul este crescător. Să arătăm că 
p z 
este si mărginit, Avem două cazuri. 1° a > 1, u, = Yaza > Va+u< 
? 3 
« Va 4 a « 2a, u, = Va + 2a < 2a, 20, Up < 2a. 2% acl, nee <l, n< 
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t — 
« v 2a < 2, ..., up « 2. Sirul fiind crescător şi mărginit este convergent. Avind 


lim up = dun tn» = 1, uy, = Ma T Uy—1, deducem 7? — 7 — a = 0. Numerele șirului 


fi 7 


fiind pozitive, limita este rădăcina pozitivă a acestei ecuaţii. Pentru ecuaţia /3—7—6—0 


A x . sin x 
se găseşte ] = 2. 4.76. ra 0 Be se imparte cu 7; 
x 
2^ sin — 
Qn 


V2 — ys i »_Ve-%+Yy n 


z 
ne] 4.77. Avem sin — = — — ———, sin , sin — = 


12 2 24 2 48 
Vi — V2 + Y2 + y3 
Ba LEN FERNER Wal au psp ace 


rit 
2 sin —, 24 sin —, ...,2"+1 sin ——, ..., lim 2”+1 sin —— 
12 24 . 25 a 3.2^ 3 


4.78. Se ridică la patrat. 4.79. Inductie completă. Fie v, = 2k +1, v4 41 = 3v, — 

— 2041 = 25-138. 2 — 2) + 1 = 28+1 + 1. 480. 1° y, = cos 2a, yg = cos 3a, pre- 

supunem cá y, = cos (n — l)a, yy = cos a cos (n — 1) a — cos (n — 2) a = cos na. 

2? Xy = sin na. 4,81. 2x, = Xy] + X4—9 se face succesiv n = 2,3, ..., n gi se adună 

[2^ 4- (—1)*] a+ [22— (— 1)?]5 
25—1.3 


4.82, Dacă p = 2n atunci Zug, + 42541 + 2954.2 + U42n+3 == 0, iar dacă p = 2n — 1 


membru cu membru 2z,-- 4 1—2x;--x9—a-4-2b, x4— 


x 
atunci 2ugn— + «2,4 + 29941 + 42549 = 0. 4.83. Facem substitutia 4, = — — — , 


y x 
E n— n—1 
3 3 3 3 mt Vu +4 
atunci = [2] - (2... - (2) - (2) pin EVA 
y * y y 


x 2 
- si g^71 

y mF Va +4 mi Ved +4 mt Vu +4 
= = ———__ , deducem u, = | ———— + |1 . 
x 2 2 2 
4.04. Punem u, = a, atunci u, =a? — 2 = u? — 2, u, = uz — 2, pia Map mm i 012 

x 2 2 
Notind apoi 4, = — + 2 = a, se deduce “= (2) +(2) =“ —2,..., ty = 

y # y x 

x y? yz 1 y 1 
= (5) * (2) 4,12; din = 7 (at Vaa), + = > (av Ya — 4), 
gr — 27! 
2-4 = CES 

deducem E = ERE + (1423) 
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a 


5.1. f(2) = 35, f0) = —3, f{-3) = —15, f(—4) = —28 + 54? — z — 3; 53m, 7, 
0; 5.4. funcţie pará; 5.5. funcție m ; 5.6. funcţie impará ; 5.9. 2a; 5.10. x = + v5 ; 
5.14, R = 1, 5.15 2%, 2%, 5.16. 1 — —, 4515.17. flela)] =1— cosx =2 cost A : 


5.18. f[o(x)] =a". 5.19. fi) =t: (0 2 0; fall) = 5 (8 — 20 — 1): (28 — 30 — 2); 


l+a 
5.23. log , nu depinde de x. 5.25. f(x + 1) = 247+ 5x +3; 5.26. f(x) = —x5 
—a 


5.27. Din sistemul a? -+ ab + c =a”, ab2+b2+c=a+b2+c, act be toes 
= (3 eliminind pe c, etc, se deduce 1° a =b = c¢ = 0, 2° b = —1l, a = —l, c = —l; 
3°b = 1, a = 0, c = 0; b = l,a = 2, c = —2; b = l, a = —l, c = 1. 5.28. a = —1:8, 
b = —1; 16, a = —3: 16. 5.29. V(f, a, b, c) = A(b — a)(c — a)(c — b), E = A. 531. 
“ER, = R; 5.92, + E [0, cc), f. E[O, c0) ; 5833. ER, fa e [— 1, 11; 9.34. xc [—1,1] 
5 
sif, E [0,1]; 9.35. x E R — = ‚3 ; 5.96. x E R — = » 5.37. xc m-— 
—í(-2); 5.38 x E R — i—1, 1); 5.39. #+11+1--31-27>#9, ER; 5.40. 


«ER — {n 27}, n = 0, 41,...5.41.% > — 4945 2ER; 5.43. x C R; 544x E R; 


à 1 1 
5.45. zE [-0 A U [1, co); 5.46. x € ex. 1|; 547. x=1saure{l} 5.48. 


oo | = 


i 
x*=+1sauxeE{—-1, 1); 549 x € [—1, 2]; 5.50. x € (oo, —2]U (2, co); 5.51. 
1 
x e [— 2,0) — {0}; 5.92. xc 0; 5.53. x = (o, —2] U [o ; [Ue c); 5.54. x C 
2 
e[- 5. |: 5.55. x EO; 556.7 SO; 5.57. x € [1, 0); 5.58. x € [l, oo) — {2}; 


5.59. f = V(Vx —1 — 12, ze [2, ©), 560. 60; 5.61. x € (0,1); 5.62. ze 
1 ipe 
€&(o, —2) U la Jl 5.63. x & (—«, —3) u [- V5, V5] u (3, 0); 5.64. x € 


R 1 3 1— V6 
€ (—1, 1) y (2, 3); 5.65. 3; €,] -2, — A U lo | ; 5.66. m E | — 1, = U. 
= Foz . 2 2 fe] 


1 + V6 7 ; NE A 
U $5 1|; 5.67. Trebuie ,1 [A = m(5m + 8) x 0, 20 a=m+2 > 0, 


m E |- 


1 
e|- P 1) U [2 3) U (6, ©); 571. re (—o, -2)U (0, 3] UL, co); 5.72. 


3 1 1 
«e |-, -z|us. o); 5.73. x GO; 574 MSP Qu ee x > 2h 


a| æ 


„o; 5.68. x € (2, c); 5.69. x © [-2 —1] U [1,2]; 570. x € 


3 
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3 
5.75. x e (~œ, —3] U [-2, 1] y p 2L 5.76. E (—o, —3) u (—2, 1] U 


3 3 
U E co} 5.77. re(-0, z| U (2, 3) 5.78 re (oo, =) U [2, 3]; 5.79. x € 


1 
€(—o, —3] y (-1 -z|u [ss co); 5.80. x E (—oo, - u |-ı ZZ 
JR o); 5.81. v &[l, 4]; 5.82. x e& [—5, —3) y [1, 4); 5.83. cos 27> 0, 
x kd sare. 8» + 1 
—-3* S 27 < TSYIS ri 5.84. un <x < (n+ 1)r; 585. re 


— (0); 5.86. e (0, ©) — (n), n = 1,2, ..., 5.87. x = (2n + 1) z; 5.88. 2nx — 
7 T T mi 
ASAS 5.89. g tete bn. 3.90. + sas 


T T "n : 
Sur + — şi nr — o: « x <ur+ 4! 5.91. sin (cos x) > 0, 2nz < cos X x 27 +x, 


T T 
1l1xcosr<l; prins tim; 592 0<YS 


tola 


sin <x<2r; 


5.93. x € Ø căci x* + 3 > 1 pentru orice x; 5.94. —1 g 2227 +4 4.1; cbe 


1 1 2 
5.95. re(-o. — z| U E co} 5.96. «elo. AL 5.97. x € [0, ©); 5.98. nici 


o valoare, my æ nr, n=0, 1,..., — 1<2<1 etc 59 ze [—1,1]; 
5.100 mm 2V3 9.101. [xy] < 1, ly] : > 0 l 
e e X $ " P x , —, X oc I 
€ 3 9 y SS y X |x| x < Y < x , 
1 


1 - T 
x « 0, PERSA < — — (fig. 5.101); 5.102. nr — 1 xxx d + ar; 5.109. re 
x 


2 
&[-. 2), 5.104. x € (—0, —2) U (2, ©); 5.105. x >3; 5.106. x — 7; 5.107. 


4£x<6; 5.1008. +x € (4, c); 5.108 ze 
€(-o, —1) U (1, o) —-{—y2, V2}; 5.110. 
=] 


12% 
*@(2, 4); 5.111. xe(— o, —7); 5.112. 


12» +1 s 
ae 5.113. 3 — 9 < 1 gi 232—9— 


> 1,% € (—o, — V10) u (3+ V10) u (5, 00) 


5.114, € (— 0, 2) U (3, 0); 5.115. ze (nm + 


T3 2n riz + 3) n = 0, +... 5.116. 
2n — 1 4n + 1 
TEX 


TÁ 


m; 5117. 4<x<5 gi 


er 


6<* <8; 5118. *e[7. »]- ex 5.119. 
x € (0, o) tins 5.120. x € (—2, 1] — (— V8); Fig. 5.101 
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91 19 
5.121. z € (0, co) — {100}; 5.122 x € [-5, 3; 5.123. x € E zl 5.124. x € 
———— 7 . 
E |k- 2r, 2h +1 Ps ‚k=0, +] ... 6.125. x Æ (0, œ); 5.126. e(—®, 0) U 
U (1, œ) 5.127. x € (— co, 1) U (1, ©) sau x © R —(1); 5.128. x € [—2, 4]; 5.129. 


1 
* EO; 5.130. 2 => = - + p si q intregi; 5.131. ze [—1, ©); 5.132. + e ERN 


3 
5.133. xe&(—o,1)U ee o); 5.134. x € Ø; 5.135. (1, 2]; 5.136. v © [1,4]; 


Tr T 
5.137. P + ASAS NANA 2' 5.138. 227 < x < (2k + 17; 5.139. [1, 100]; 5.140. 


- 27 

z <x< m ; 5.141. x € (2, 3, punct izolat x = 4. 5.142. sin 4 — cos x = 
3 
2 
5.144. x > —1, x 0 şi pentru toate fracțiile negative supraunitare a căror numi- 
rátor este un număr impar. 5.145—46. f, x&(—o, —1] U [0, ©]; g, x € (0, ©), 
identice pentru x > 0. 5.147-48. f #g căci f există pe R—(—3, 3) iarg pe R — (--3), 
g este o extindere a funcţiei f la R — (—3), [funcţia f este restrictia lui g la 
R — {—3, 3}]. 5.149-150. f pentru x € (— œ, 2) U (5, œ), iar g pentru x € (5, 00). 
5.151-52. f definită pe (—«o, — V8) u (— V2, V2) u (V3, co), iar g pe (— V2, V2), 
f= g pentru x © (- V2, V2). 5.153-54. f pentru (— œ, — 1) U (1, ©), g pentru 
(—o, —1] U [1, co], f este restrictia lui g pentru (— 1,1). 5.155. |x + 1| — |x| > 0, 

1 


i 


jo n | 4 | > 0 Y 2n < < + 2n7 ees. x=0 1 2, ea 
$1 x , Te x , , 9 , , , > 


2x +1 
rej- 7: o), + > Osi x? + m = 0. Dacă m < 0 atunci există cel puţin o valoare 
2 22 + mm 
V— m > — — pentru care funcția nu există Ycontrar domeniului maxim de existență. 
Bi; 


al primei funcţii, rezultă că m>0. 5.156. Fie 4 = arctg v, f(x) = arctg E (= + «J = 
T 7T 

uu dm u. 1? Dacá x < 1 atunci — p u< 
T T 

« 7 , deci f(x) = 0, 2° dacă x>1 atunci x « 


T d : 7 + T 

< u< — decl d u—- IT — =r. 
2 Fr 4 

5.157. Avem Vl + sin x = 


a 2Ž 1 asi x x 
= sin? — + cos“ — sin — cos — = 
2 2 2 2 
x 


x x A 
E yr-sas = | sin — 
2 


sin — cos — 
2 + 2 


x 
— cos — 
2 
Ir : * eai x ; 
—-|,iar cos — sin — pentru x & 
2 2 ;P 


x x To T T 
, cos — > sin — pentru x ‚lu 
27 2P 2 


U |- 


Fig. 5.157 
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x Ir 
e 2' =| U E = , 2x |(fig. 5.157). 5.158. y = 24-- 1,57, ! număr 
natural 5.159. f= 1,5 c sau y = 1,5 x; y = at. 5.160. S(x) — 

= 211 — 8x + 15, S(minim) — 7 cînd x = 2. 5.161 BC =a, M N 


bc a 
etc, S(x) = — z(a — x), x = —. 5162, fix) = c constant. 
a? 2 A 
bx 
5.169. S = 72 (h — x); OS xx h. 5.164. Teorema cos.; à — 


= 3 V25 — 24 cos x, S = 54 sin x; dreptunghic. 5.165. S = 


= VB — ap 8-2. St) = V(x*3(T100—18—-2. 
x € [1, 3]. 5.166. Fie a latura patratului (fig. 5. 166). 1? VE = [! F C 


ae y3 i NOE ig. 5.166 
=; V3a, VF= 2 + 1|a; Din asemănarea triunghiurilor 


VMN şi VAB se deduce 
2 y3 
— a dacă x E |0, al, 
v3 2 
3 3 
a dacă x © B a, 7 + | 


y3 
dacá refo X 
ys x 


a®, dacă x [o 


MN = f(x) = 


2 g(x) = 


E 
, 


2 
ideis eo 


z 


4x2 + a? 3 3 
de PE? «e| 5 «(5 +ı)e| 


3° h(x) = 


8x 


4 1 
5.167. V = E (Ba? + 3x + 1), 833 + 3x + 1 — k = 0. 5.169. V == m afr — 2), S = 


= nx V2r(2r — 2); 5.170. nici una, căci domeniile lor de definiție n-au puncte co- 
mune. 5.171. Funcţiile f si g sint definite pe R, la fel vor fi definite s şi p. Lac si 
c, avem restrictiag 54 0 respectiv f + 0. 


x 4- 1, dacă xx —1 x. l =x% dacă x. —1 
s=ft+g=(—*4+1, dacă —1« x <0 p=fg=(-%: 1—-—xdacá — «x. 0 
—xr+x=0,dacá x <0 x x= — y dacă x > 0. 
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5 1 
9.172. f este definită pe (— œ, —2) U E 4’ zi U (- 4" J U (4, co), iar g pe 
1 5 1 
R-|- 2' JE Funcţia f + g pe (—o, —2) y Il -1) U (- re 0) U (4, co). 


1 
Funcţia f:g pe (—co, —2) U |- d -1] U (- a 0) U (4,7) U(7, ©) 5.173. f(x) = 


= sin Vx; f(x) = lg sin V2x +3; 5.174. 1° u(x) = x — 2; 2° u = arctg v, v = Vx ; 
3? u = sin v, v = e*, 5.175. pare 2°, 5°, 8°, 9°, 10°; impare 1°, 3°, 6°, 7°, 11°, 12°; 
nici 4°. 5.178. f( + o) = f(x); A cos Mx + o) + B sin A(x + o) = A cos Ax-F B sin 2; 


A 
A[cos X (x + e) — cos 1x] + B [sin Mx + e) — sin dx] = 0, —2 A sia» + >) 


2 Ac : Aw , rw 2r 
«sin —— + 2 B cos [az + ——| sin — = 0; sin — =0, o= —. 
9 2 2 2 A 


yA - 


9.179. f(x + e) = f(x); sin [a(x + o) + b] = sin (ax + b), din care 1° 
ax +4- ao + b -+ ax +b = (2k + 1) xz, 2? ax + ae + b — ax — b = 2%r, căci sin « = 
= sin B dacă a = (2h + 1) x — « sau « = B + 2&x. Din 1? se deduce e = [(2k + 
+ 1) z — 2ax —2b]: a, cum e depinde de x nu poate fi perioadă. Din 2° de- 
ducem w = 2kr: a, trebuie să luăm pentru « cea mai micä valoare, care impune 


2 
k = 1, deci o'= E , se vede cá perioada nu depinde de b. 5.180. w= x; 5.181. 
a 


2x 2x . 

o = z; 9.182. sin 20x are perioada s» 20' iar cos 30x pe k 20 4 n şi k întregi, deci 
2x 2x 7 

n — = k — ,3n = 2k, pentru n = 2sauk = 3 se deduce o = — . 5,183. o = x ; 5.184. 
20 30 5 


1 x ` 
cos? y = = (1 + cos 22), o = x; 5.185. sin P: are ©, = 67, 1 + cos 2x pe o, = deci, 


x 3x 
o = 6r. 5.186. nu este periodică; 5.187. 1 + sin Y aeo = 4x, 2 + cos n are 
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Gg = deci f(x) are perioada w = 20x. 5.188. x € R: 5.189. a > 0 creşte, a < 0 


b 
descrește; 5.190. (— co, 0) şi (0, ©) ; 5.191. a > 0 descreste in [79 — a] si creste 
a 


T LUE 5.192. f(x) — f(x) = 2 (1 ;— EE 
24 ” . e me 2 1 (x2 + 1)(#3 4 1) — XX); <a, Xa < 


< —15f(*2)< f(x)deser. —1«x,, 1,1, f(x) f(x) cresc. si (1,00) descr. 5.193. f(x) = 


= y2cos |x — n f(x) — f(x) 7 VI sin (s, — asin (7 — 222%) 0 « X, X. < 


ES + Xa T 5x 
0 — | > 0 creşte; Fi «XQ <a < T descrește 


Tr 7 

< — „sin (za — x) > 0, sin a — 
4 4 a 
T 

$- SA < ta < 2n creşte. 5.194. 6% — eT% > ci — ¿7% pentru x, > au. 5.195. 


Funcțiile există pentru x > —10,5; 21 + 2x este continuă si strict crescătoare deci 
yı este continuă si strict descrescătoare, prin urmare admite funcție inversă etc. 
5.196. Funcția admite inversă pe intervalele in care este strict monotonă. Dacă a > 0 
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b b 
este strict descrescätoare pe | a, — z] şi strict crescătoare pe (- "Lt J Dacá a <0 
a a 


este strict crescătoare pe — œ, E si strict descrescátoare pe [- 22 œ |. Funcţia 
a a 
inversă se obține rezolvind in raport cu x ecuaţia ax? + bx + c — y = 0. 5.197. 


1 3x +2 
fa) = y (4 + 3); 5.198, fa) = =; 5.199. $71(x) = f(x) funcție involutivá, 


XA — 


y 
1 3] y+1 a* z- 1 
5.200. x = — \1 — 2e J ; 5.201. —— = = a si == a, y, 0 si , 
5 3 > EA = a Morc a9, y, z #0 gi +1 
a p ET (y ipee ,.; 
= | — =... Invers, avem 
pel XAysend (y 1 — (y — Uf 


nee Vea+ 1+Y2-1 . 


Prem see ee 
Vzrl1—Vz—1 


Fig. 5.208 


Fig. 5.204 Fig. 5.205 
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Fig. 5.206 Fig. 5.207 


Fig. 5.208 


Fig. 5.210 Fig. 5.211 
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Fig. 5.212 Fig. 5.213 


Fig. 5.214 Fig. 5.215 
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Fig. 5.219 


Fig. 5.218 


Fig. 5.221 


Fig. 5.220 


Fig. 5.223 


Fig. 5.222 
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NL 


Y (1-4) 
Fig. 5.224 Fig. 5.225 
y 
/ 
|) ] I 
-l 
Fig. 5.226 Fig. 5.227 
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Fig. 5.232 Fig. 5.233 


VI 


23 
6.1. 1; 6.2. 0; 6.3. d^ 6.4. 3: 8a; 6.5. 4; 6.6. 1; factor 2%; 6.7. —1: 16; 6.8. 1:4; 
6.9. —1; 6.10. (—a +b +c): (a + 5+ c) ; 6.11. 2:3a; 6.12. 1:2; 6.13. 4:5 (b — a); 
6.14. 20; 615 (2a?— 4 — 1): (a + 1); 617. 1 + 2-8: (x — 1? factor; 
6.18. n > p limita 0; n = p, 1 sin < p, co; [(1 — 2)" (1 4 x +... xP-1)"): [((1—2)5- 


(pane + 9]; 6.9. — 5 + 620. 4:19; 6.21. 0; 6.22. —1; 6.23. 3: V5; 


6.24. 5:4; 6.25, (2 — ya) :3; 6.26. — 3:4.Se amplifică succesiv cu două conjugate 
ale numärätorului, sau 3z = 4 sin*/; 6.27, —4. Se amplificá cu conjugatele numärä- 


2 3x +1 r+3 
torului si a numitorului si lim Va + VB +I + Vx X3 


= 1, iar pentru fractia 
^! Vaz y3àx —1 +2 
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I = 
zämasä se amplificä din nou cu conjugatele termenilor ei. 6.28. 0; 6.29. 22 ; 6.30. Y 2; 


14-x—1 Vi+x-2 9+x—-3 
631. 7:12; se scrie LIEU A LEE — i A JE E Rm 6.32. 11:27. 
x x x 


Yx--1-2 Vx*—2x--6 —3 
———9À u a 
x—3 x—3 


Se scrie . 6.33. 0; Se amplifică cu expresia 


V3z —5 —2 x Y 4x3 — 3x +22 — 7 
x—3 »—3 

conjugată. 6.34. x — 0 + O limita este —1: 2 şi cind x — 0 — 0 este co. Se amplificä 
cu expresia conjugatä. 6.35. 1:3 Ya jr qa= (Vx + Ya) (3/7 — Yxa + Vat) ; 
6.36. 0 ; Se amplificá cu numitorul. 6.38. x = /9, 5:12; 6.39. x = t, a= be, 3 Va; 
640. Vz — Va = (Vx — Ya) (x + Ya), iese factor Ys — Ya = (Vx—Va)(Vx-- Va): 
numitor Vas — Vas = (x — Va)(Vz2 + Vxa + Vas) sau Vx =u, Va =b; lim E = 
= 2% a. 641. (Ya +1) ; (Ya— 1),a+1; 6.42. Se amplificá cu conj. numärätorului, rámine 
de aflat limita lui x-": dacă m>n lim este 0; m=n,1; dacă m <n si m — n 
este par, ©, cînd n — m este impar x—»0 — 0, — co gi cind x — 0 +0, ©; 6.44. 
hyo n % 
Se amplificä cu conjugatele termenilor care sint y ¿81 4 v ax"-2 4... + Yar! gi 

1 | 

? $,—— em es npy— np,— 
PT oo. + Vat-1; E= P ? Sau se substitue Y x = y, Va = b. 6.49. 0; 
n 

Se amplifică cu conjugata numitorului x* — x Yo +xi+ Vos + 12; 6.46. 1: 3; 
6.47. 1: 36; 6.48. —7: 30. Se scade 1 din fiecare termen de la numárátor si se imparte 
cu x—2, se calculeze apoi 3 limite Ex. 6.32; 6.49. —35: 8. Ex. precedent. 6.50 5 :8; 6.51. 


v3; 6.52. —n Van-i ; 6.53. 2n; 6.54. —1; Se scrie HOS Ha i 


ef ln 


- 1 
se imparte cu x— 1 si lim (Vz — 1): (x — 1) = —. 655. Fácind x = 0, se impune 
xal n 


ca a — 1. Inlocuind a= 1 şi amplificind cu conjugata numärätorului se obține 
2(1 — b)x + (2 — b? — 2c) 3? — 2bcx? — crx 


M trebuie ca fractia să se simplifice cu 25, re- 
a3 (VIF 2x4 2234 1 + bx + cx?) 
1 


n(n + 1) A Pom 
zultă b = 1,c a x 656, Se simplificä cu (x — 1)? ; 6.57. ch, n>pxr=1l1+y; 


6.68. x<1, fl — 0) =0 şi x > 1, f(1 +0),=1, f(1 — 0) f(1 +0), nu are limită 
pentru x, = 1. 6.59. 1° f(2 — 0) = — œ, f(2 +0) = co, nu are limita in punctul 
% = 2; 2? are limită căci f(2 — 0) = f(2 + 0) = co. 6.60. f(1 — 0) = — co, f(1 + 0) = 
= œ, deci nu are limită pentru x = 1. 6.61. Nu, căci f(1 — 0) = f(1 + 0). 6.62. —1:7; 
cos? x = 1 — sin*x, produse; 6.63. a : sinl = 1 — costs, aà$3— 53 = ...; 6.64. — 1; 
ctg x = 1:tgx; 6.65. 1; tgax + tg bx = sin (a + b)x: cos ax cos bx; 6.66. a: 8*; 
1 — cos«x = 2 sin? F x; 6.07. 2 cos 2a cos? a; produse; 6.68. — AS, 5 (+ — cos “| : 
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Tr * ri EN 
(es =) = (cos = — cos « : [++ =); 6.69. 0; 6.70. y2: 2; 1 — 2si x = 
= COS? y — sin? x; 671. 1 9; 6.72. 1:2; se amplifică cu cos x + 
+ Y cos 2x; 6.73. — 6 cos? 2a; 6.74 — v2; 1 + cos 2x = 2cos*x; 6.75. 1:2, tg 2a = 
= 2 sin «cos a: cos 2a; 6.76. 1; 677 2; 6.78. — y2: 2; se amplifică cu V1— cos x; 
[sin x] = —sin x; 6.79. 3 V2; se amplifică cu vi +cos3x se utilizează sin x = 
x x 
= 2 sin 5 cosy ‚sin 3x = sin x (3 —4 sin?) ; 6.80. —1: 12; 6.81. 2:3; 2 (cos x-4-1), 


aZ: 


3(cos x — 1) sau sin x = 2 t: (1 + #); 6.82. (18 — Y2):40; 6.83. — VŽ; 684. 0; 
sin 3% + sin x = 2 sin 2x cos x; 6.85. 1; 6.86.14; cos2x = 2cos?x —1, cos3z = ...; 


1 
6.97. > mn (m + n — 2); cos"x — 1 = [1 + (cox — 1)” — 1; 6.88. 1:35; 
6.89. ab; 6.90. cos a; 6.91. sec? a cu a (2n + 1) = ‚n=0, 1, ... 6.92, 2cosa; 


x 
6.93. 1 : 2 (la numitor 2 factor) ; 6.94. 22: 2, 6.95. 4:2; 1 — cos" x = 2sin? 2 (1+ cos x 4- 


+... +ceos”— lyr) ; 6.96. 2 ; 6.97. 4; 6.98. 13: 2; 6.99. cos B; 6.100. 3:5; 6.101. 1: 2; 6.102. 


x \2 
sin — 
2 tg 2x |? n 
1:8; 2 6 > ; 6.103. 0, x = > — y; 6104. 3: 2; 6.105. 3: 2; 
x 2x 2. 
2 
. x 1 dacă x > 0 sin (tgax) tgax = 
6.106. lim E =— = : 6.107. z ‚a sin (tg ax) „er etc. 6.108. v2, 1— 
x0 ixl —]1] dacá x < 0 b tg ax ax 


a 
— cosa = 2 sin? 2! 6.109. —1:3, se imparte si înmulțește cu 4? — #2. 6.110. 5:3; 


ex. prec. 6.111. 1; 6.112. 1: 8, se amplificä cu conj. numärätorului si cu x; 6.113. 
3 
8 V5 
cu zx; 6116. 0 dacă n >m; 1 dacă n =m; o,n<m; 6117. »— 5, 1=0; 
n =p, l=1; n<p, i-o; 6118. 2:2; 6.119. —3:2; 7 —2x = u; 6.120. 1:8, 


cos v5 ; numärätorul in produs; 6.114. 3, se imparte cu x; 6.115. 1: 3, se Imparte 


z . z D X 2 2 
“==—x1—sinx =1— cos | — —x | =2 sin? | — — — |; 6.121. —; == 
2 2 4 2 z^ Veti) 
1 
50-2) 
; 6.122. co; 6.123. — œ ; 6.124. 1:2; 6.125. 0; 6.126. co; 6,127, (3 :2)9° 
RX 
tg 2 
6.128. 0; 6.129. 1:6; 6.130. 0; 6.131. f(x) = —3; ze (0, 1), f(x) = —1: 2, 


x= |, f(x) = 2, xe(1, ©); 6.132. Gradul numärätorului mai mic ca cel al numitorului 
l-a=0,4a+b42=0; a=1, b=-—3. 6.193. Din 2° rezultă că gradul lui P(x) 
trebuie să fie unu, egal cu al numitorului si R(x) = 2x + a. După 1° rezultă œ = —4. 
Avind in vedere 3? rezultă a = —2 şi b = 2. 6.194. Impártim cu x2; a > a fractia —1 


prin valori mai mari ca 1, a < a invers, a = a impártim cu x, etc. 6.135. 12 + ... + n? = 


210 


= 2n + 12» +1, R=atat A : 6.136. Se fac desvoltárile, termenii sint de 
acelaşi grad. Limita este egală cu citul coeficienţilor lui x*, care este: (14 24... rnt). 
7 (127 + m2? +... +n?) = = (3n? + 3n — 1) = 7, n = 3. 6.137. —0; se amplificá cu 
conjungata expresiei si se scoate x factor comun. 6.138. co; 6.139. 3:2; 6.140. 1:2; 
6.141. 0; 6.142. —3:4; 6.143. x >+ 00, 1 = —4:15; x — — o0, l=3: 2; 6.144. 1 cind 
a = œ si —1 cind x — — œ, Va? = |x| = —x cînd x — co. 6.145, Cind x — 1, = 2 
x— 0,120; 6.146. ax? + 2x + 120, a> 1, se amplifică cu expresia conjugatä, 


a>1,l=co;a=1,1= 1. 6.147. 1, se scoate factor comun Vx; 6.148. 1, Ex. prec. 
3 — 


1 
6,149. ye „factor comun x10:3; 6,150. 5:9; 6.151. 0; 6.152 1; 6.153. 6 ; 6.154. 
b 


X(2n — 1) = n?, En = T (n + 1); 2. 6.155. —1; 6.156. i ; 6.157. n7”; 6.159. 2:3: 
X(m?— kt) = m3...; 6.159. Trebuie a > 0, altcum limita este oo. Se amplificá cu 
Vax? + 2% +6 + (ax + b), rámine 
(1 — ax? + 2 (1 — ab)x +6 — b? 
VXEYix-6-artb 


Gradul numărătorului este 3 si al numitorului 1, se impune a? — 1 = 0, si 1 — ab = 0, 
rezultă a = 1 şi b = 1. Limita este 5: 2. 6.160. 0, se amplificá cu conjugata expresiei ; 
6.161. 1:3; 6.162, 27:16; 6.163. 1-2, se înmulțește si imparte cu expresia con- 


jugatá etc. 6.164. Nr + 2) — ES + x + U?, se amplifică cu conj. ES +x) + 

+ ..., l = 1: 2, sau se scrie (Vx? + x — x) -(Wa+x+ I —x) gi se află două 
a b 

limite. 6.165. —1: 12; 6.166. 3:4; 6.167. r — —; 6.168. 1° Trebuie ca a > 0, altcum 
q 


] = œ. Amplificám cu conj. a = 1:2 gil = —5:4. 2°a = 2 si l = 1:12. 6.169. Se 

scrie (Vx* + x +1 — 2) + (asa a + 1— x) — (a —2)x. Se obţin limitele 

1:25i1:3decia = 2sil = 5: 6. 6.170. f(x) = x, fulx) = x2” lim f,(x) = 0 dacă |x] < 1 
fio 


şi +œ dacă |x| > 1. 6.171. on(x) = 22”, lim Qs = 1. 6.172. e°; 6.173. e; Se scrie ((1 + 
no 


z 2 
1 +3 ] 533 — 943 + 34? — x 1 -1 
+ ) 2n ; 6.174. e; 6.175. 6? ; 6.176.075; |1 qu ee mut d i ; 
+3 3x8 — x2 — x 
oe 3l ež t S +yt = i 
n y : x s 
6.177. el:3, 6.178. lim —————— = “Ty = &'*Y; 6.179. limf 1 — I E LE. 
n c y 2 € n— 0 B 
] — — 1+ytg= 
n n 
= ... =e-(ax+By) 6.180 el; 6.181. 07; — 6.182. e” = 1; cos x = 1 + cos x — 1; 
1 
oy E <z 
sau cosy = 1 — 2 sin? —; 6.193. 1; — lim In (1 + tg? Yx)*, etc. 6.184. er2; 
2 2 z—0 
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x x x 1 
[t+ (= £J] ee 6.185. 1; cos — = 1 — 2 sin? —; 6.186. 1; — in (1 + 1) = 
a m 2m x 
1 
x 


= ln (1 + *)*; 6.187. Ina; Ex. prec. a? — 1 = y; 6.188. In a; Ex. prec. x = 1:n; 
T 
cam. 1(7 —0|2 1, IE +0) = —1. Se pune respectiv x = > —esix= 5 + e. 


6.190. 1?Da, cácif(0—0) = f(0) = f(0 + 0); 2° Nu, căci f(0 — 0) = 0 si f(0 + 0) = 1. 
6.191. f(0 — 0) = f(0 + 0) = 0 are limite in 0 dar f(0) = 1, originea este un punct 
de discontinuitate de speța 1-a. 6.192. Avem f(0 — 0) = 1 si f(0 + 0) = +00 deci f(x) 
nu are limită pentru x, = 0, originea este punct de discontinuitate de speța 2-a. 6.193.. 
Continuă, căci f(2 — 0) = f(2 + 0) = f(2) = 1:4; 6.194. Discontinuá, f(1 — 0) = 2, 
f(1) = 3, fl + 0) = 5. 6.195. Avem f(0 — 0) = f(0 + 0) dar f(0) = 1, discontinuitate 

x 1:2 sin! tg 2 
de speta l-a. 6.196. f(x) = [ — 2 sin? =) a 2 lim f(x) = e = 1, continuă 

x0 


in x, = 0. 6.197. f(x) există pentru orice x şi numitorul nu se anul.azá pentru x € R 


VII 


1 1 
opri (pm 1) 


af) _ 2 baii 
"P X — Xo X — Xy = 2 X — X, 
X—x 1 . 
+ an = = — 3 (x + 4o) + 3, f’(%o) = —*#,+ 3, deci f’(2) € 1. 7.8. y” = — 2x +3, 
— X . 


3 1 
Y (3) = 973.5 — b yx q TA y = 42x 1 75. (27 — 198 — 5) - 
e (27 — 142); 7.6. 2181? + D)'x — 1)(6%3 — 522 + 3x — 2); 77. x «0, y = —2: 
: (r — 1}; 1 >0 y =2:(-+1%; 7.8. x < 1, y = —3: (x + 2}; x1, y=3: 
¡(+ 2); 7.9. y” = —(1 + 4x + 1): (z? + x -- 15; 7.10. y = 12(8x — IP (x + 2): 
: (4r 4-1); 7.11. f(x) = 0. f = Ela + b) (a — b) = const. ; 7.12. f'(x) = (ad — be): 
(cx + d ; ad — be = 0, f'(x) — 0, căci f(x) este independentá de x Ex. 3.8. 7.13. 
y = 2, y'— 0; 744. f(x) = 2x2? — 3x +1. 7.15, f(x) = ax* + bx? + cx + d, f'(x) = 
= dar? + 2bx 4- c; d = 0, a = 1:3, b = —3:2, c—2. 7.16. flx) = 11 — 22° + 333 — 


— Ax +5. 7.47. f = (x + 1): Và* 2x —3; 7.18. g' = (4x — 3); 5§/Qxt— 3x41); 


, 


6 2 -5 -2 sr _-3 
7.19. y = pi ds ae 7.20. y = ae Sy 2 ; 721. y = s" +2: 3; 
= 19 -2 
7.22. y = x74 y = 2; 7.23. y = 1,8208 — 1,5405 4 24Y2-1. 7.2%, y= 


= Văţa + 3x — 32V 102 + 3); 725. y, = 1:( + VAZI; 7.26 y =x 
:(1— 33 VIT— 33], cu zl; 727. y = (522 — 22): V2x — 1 ; 7.28. y =1: 
:33V1 4-232; 7.29. y = 2, y = 0; 7.90. y (33 4+ x — 1): V(x — Dix + 1p ; 7.31. 
Xa o—1,y-—2x--1,y'— —2; -1l<xr<2y=3, y =0;:x>2 y 52x 41, 
y 22. 732 xx —y2:2, y = —2z, y = —2; —V2:2 a V2:2, y=2Y 1—25; 


a: 2 1 = = 2 
z>YV2 :2, y = 2%, 7.33.4’ = EE rri ; 7.34. y — -(s Va + 8Ux +7): 


¡[6 (x — 2 Yx)*]; 7.35. y = 3 sin? (24% — 3x + 4) cos (24% — 3x + 4) (dx — 3); 
z3 3 x 

7.36. y” = —30x cost 37x2 sin 373; 7.37. y = — P x sin 2! 7.38. y' = — gx sin 4 cos a 

7.39. y' = 3 sin? x; 7.40. y = 2 sin x — 3 sin? x; 7.41. y” = cos x sin? x(5 cos? x — 2); 


7.42. y = 6 sin? 2x cos 87; 7.43. y = 0; 7.44. y'= —l:sin*x, y = ctg x; 7.45. 
10 — 2 cos x — 15 sin'& 


E (5 cos x — 1)? 
1 
7.48. y = l:sin* x; 7.49. y = ————— ; 7.50. y = 5 tgl (33? — 2x + 1) - 
1 + cos x 
6x — 2 


—n; 751. y” = sin? x cos? x ; 7.52 y' =c08! x ; 7.53. y’=2 ctg? 2x(8— 
cos? (3x? — 2x + 1) á 4 i gen 

— 2 sin? 2x) 7.54. y” = sec? x; 7.55. y' = xsinx; 7.56. y” = 8 sec? x — 3 sec x; 

1.57. y’ = n(b — a)(a cos? x + b sin? x)"—1 sin 2x; 7.58. y = 0, y = 1; 7.59. y = tg x; 


7.60. y = tg 3x; 7.61. y” = sin 2x: Vicos 2x] dacă cos 2x <0 si y = —sin 2x: 
: Vicos 2x| dacă cos2¥ >0 sau y = —tg 2x V|cos2x| cu x pi 7 + al 7.63. 


Lă 


; 7.46 y” = 0, independentă de x; 7.47. y’ = 0, y = 2; 


y” = 0, y = cost 2x + sin? 2x = 1; 7.64. y’ = 0, a* + 5° = (a? + b?) — 3atb'(a* + b?) ; 
7.65. y' — 0, y — sin*a; Adäugäm si scădem 2 cos xcos (a — x); 7.66. y = 0, 
y=4; cos2x = 2 cos?  — 1; 7.07. y” = 0, y = cosa sin b; Se dezvoltă sin [(a + 
+ 2) — b] etc. 7.68. E = a + b(sin* x + cost x) + (c — 2)(sin® x + cos? x) + 2(sin* x + 
+ cos! x); E” = — sin 4x[b + 4c — 5 — 2(c — 2) sin 2x]; c = 2, b = —3 si a arbitrar; 
Se poate proceda direct, scriind E sub forma E = a + b + c + (—2b — 4c + 
+ 2) sin? x cos? x + 2(c — 2) sint x cost x. 7.69. Nu are derivată, avem f'(1— 0) = 1 
şi f’(1 + 0) = — 1. 7.70. Dacă x < —1sau x — 1 atunci y = 2x, iar pentru —1 < 
<a « 1, y = —2x. Pentru x = —1, f(—1— 0) = —2 si f(—1 + 0) = 2. 7.71. Se 
vede cá f(2) = 0, [f(x) — f(2)]: (« — 2) 2:3 Vx — 2, (2-0) = —co şi f’(2+0) = 


= +00, funcția nu are derivată in x, = 2. 7.72. 1? f(x) — f(0 = x sin — , dar 
x 
= — f(0 
sin — | < 1 deci cind x— 0 atunci x sin — —» 0. 2° avem ESO iat , cind 
x x X-—0 x 


T 
Xx —0 arcul = tinde cätre infinit sinusul säu oscilind indefinit intre —1 si +1. 7.73. 


373 + 2 3x? + 2 
F' a) = 1, F” aj = 2. 1-44. r = — lo e£; 7.75. d = i 7.76. g= 
(a) (a) y= ag on Ba rra Y y 
actg ax;7.77. y = l : cos 3; 7.78. y =1:Yx% + a; 7.79. y’ = cosa :sin x; 7.80. 
y = —(ctgVi —2):2V1— »; 7.81. y = 1: (2tg Vx-cos 3 Vx - Va); 7.82. y = 
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2in x 1 . 

= sec +; 7.83. y = — ctg +; 7.94. y' = — —; 7.85. y' = sin (In x) ; 7.86. 
xml x u 
2 y2 
y = 1 :(loga3); 7.87. y” = ln 6 :(x1n2.:1n3); 7.88. y = —————————— ; 7.89. 
(1— 22) V23 +1 
1 
'=-——; 7% y =1:(1l—x3%); 79. y = 1: cos 2x; 7.92. y = 
y “yi — x y ( ) y y 

12 3 — 33—12x — 1 *+a 2—sin x 
= een ale cst 7.93. y = SIS 7.94. y (> 7.96. y rx 

2(x* — 1) x 2 + cos x 

2 a+b 1--x ne: 
= „z= ln + In ‚2=y ab. 7.97. f'—(2ax--b)f(x); 7.98. y = 
1— 42 a—b 1—x 
1 = 
= 1-1 + nln n; 7.99. y = — 2v al 7 VF in a; 7.100. y = — sin x:2*9* In 2; 
x 
7.101. y' = — tg x-y; 7.102. s’ = as(o cos et — k sin at); 7.103. y” = — ze”; 7.104. 
xt, —2x —2x, L-2 1 

y = 2e77 (sine "^" — x cose 7); 7.105. y = (1 — Inz) x^. ; 1.706. y = y (Inz4- 


zu 


1 
+9: 7; 710. y2?= 2 In za’, 7108 y = (mol in In x + ——]; 
" y In x 


7.109. y = 1: Va — x; 1.110. y = —1 : (1 + 22); 7.111. f’ = 1 M (2 Vx Far x) M 
7.4342. g'—2x : (11 — 10424 26); 7.113. f? = 2 :(1-4- 233, dacă x «0 si f= 


= —2 : (1 2%), 4 >0; 7.114. y'— cosx :|cos x|, y” — 1 în cadranul 1 gi 4 si 


, 


y = —lin2 si 3; 7.115. y = —1:x[(In x)? + 1); 7.116. y = etes + z), 


1 

WH Ul + a); 717 y = — (e* + 677) : (2* 4 e—22 — 1) ; 7.118. y” = z dacă 
i 2 

0O<x<wr şi — y dacă w < x «25; 7419. y = — x Vb? — ai: [b — 1) yaa]; 


7.120. y = —2: V1 — x? dacă —1<x<-—Y2:2; y 22: V1— x dacă — V2: 
:2 <2 < V2:2; y —2:V1— x dacă V2:2<%#<1. Pentru x — 41, z= 
= + Y2:2, avem numai derivate laterale. 7.121. y^ = 1 : (a + b cos x); 7.122, 
y! = (x arc cos x — VI — 22): VU — 29%; 7.128. y = (1232) (at — 1); 7.124. y = 


1 x 
=1:(1+4%); 7.125. x 40, f'(x) = arctg — — , in origine existä derivate late- 
x 1 + a 
rale f'(0 — 0) = — T f0 + 0) = 25 originea este punct unghiular. 7.126. f'(0 — 
— 0) = f'(0 + 0) = 1. 7.127. y = 1 : (1 + x?); Explicaţia se face, eliminind pe x, de 
. za tg yı — tg a 
ex, t = x şi tg y, = E = ——— =t — deci = y — 
BN Wea € eat gU — a) Yorn 


— q + kr etc. 7.128. y” = 2’; 7.129 => 7.132. y = 0; 7.133. y! = 0; 7.134. y = 
= cos x : (a + bcosz)?, af — b, ask — b gi ab +0. 7.135 — 7.136. Se deriveazä 
ambele parti. 7137. y" = 1:5; 7.138. y" = b(bx — bc + 2)eb*; 7.139. 
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1 — o 
y= = Ce J 7.40. y= 1:y1— x; 7151. y”) = (x + n)e*; inducţie; 
a 


E 13... (2n —3) -2E 
7.1592, y — x^, y(m = (—1)*-1 TT ea ; 7483. yl") = e” [342 + 
+ 6nx + 3n(n — 1) — 4]; 7.154 P EN NU 1 (n) = 2(—1)". 
o NE Dp cd» - 


1 n! 

nt Ha) et), 7.155. y — x 5 (8) = (—15—————; 7.156. y = 

(1 + 2) 7185. y= s +o N TAS, y 
= —1; (*—2)+1:(% — 3) ete. 7.157. dy = 2x dx; 7.158. dy = 3 cos 3x dx; 
7.159. df(x) = (cos 2x — 2 sin 2x)e*dz; 7.160. dg(x) = [2x :(1 + at) dx. 7.161. df(x) — 
= f(x)dx, df(1) = 0,01. 7.162. s[— nr‘, ds = 2zrdy, cu r = 2,3 şi dr = 0, 2, găsim 
ds = 2,89018m?, creșterea exactă este Ay = z(2,3 + 0,2) — 272,32 = 3,01584 m*. 
7.163. Er. absolutá, = 3,8 m, di —0,1 m; s = £, ds = 2ldl, ds = 0,76 m?, Er. rela- 
d 2idi 0,2 PEE 917 
tiva, er = = gg = 0,052 = 5,209. 7.164, 1° f(x) = Vy f 21:3 x =1, 


dx = 01; Viii = Vr + 0 = 1,032. 20% = 27, dx = —0,81, 26,19 = 4/27 — 
0,81 


= 2,97; 3° 2,02. 7.165. dy = 2xdx = 2(2 —t4+M(— 1 + 204. 7.166. 


sem 
dy = f'(x)g (dt; dar dx = g(t)dt, deci dy = f'(x)dx. 7.167. y” = t, 7.168. y’ = — 
t 
— — ctg 1; 7.169, y = — —; 7.170. y’ = ctg — ; 7.172. = 3b: 4 at; 7.173. 
a a 2 dx? 
di d2y dy 


t 

—— = a*b(b — aye 22; 7,474, — — —1:a sint; 7.175. —— — —1: 4 a sint —- 

dx? dx? dx? 2 
& 

7.176. 1° I+na; 2°1+ Zi 30 1——; 40 l+a; 7177. diy = 227° — 


— Ie "dar. 


VIII 


8.1. f(x) — 0, zx, = 1, x4 = 3; f'(x) = 0 pentru rg —2, 1<2< 3. 8.2. Condiţiile 
sint satisfácute: 1? f este continuă pe R deci si pe [a, b], 2? este derivabilă pe (a, b) 


a+b. a+b 1 
si 3° f(a) = f(b) = 0. f'(x) = 0 pentru x, = 2 er « b. 9.3. p|- Zell 


v3 
1 
ideii 8.4. mag = l, y’ = 2x, 24 = 1, x — 1:2 dei T(1:2; 1:4). 8.5. 


o f(x) este continuă pe [—1, 1], 2? nu are derivată in x, = 0, 3? f(—1) = f() = 1; 
Nu este satisfácut 2°, f(x) nu este derivabilä in (—1, 1). 8.6. Nu are derivatá 
pentru x = 0, cu toate cá existä derivate laterale. 8.7. nedeterminat; 8.8. 0 = 1:2; 
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- 1 eh — 1 1 x 
6.9. 0 = — In ; 810. 0 = —————— — 


ah À h re 
ah i + 2] 
x 


8.11. Avem g(a) =0 si 


ob) = 0; Pd =0cu0< č <b. Funcţia o(x) reprezintă lungimea segmentului dus 
paralel cu Oy de la un punct variabil (z, f(x)] al curbei la coarda AB, cu A si B 


seats es ft) — f(a) 
de abscise a şi b. 8.12. 9(¥) = ————— [g(x) — g(a)] — L(x) — f(a)] şi ola) = 0, 
3 g(b) — g(a) 
o(b) = 0 etc. 8.13. 0 = 3 (a? + ab + b?) : (a +5); 8.14. Se aplică teorema lui Rolle 
funcției (x) = f(x) e—^*. 8.15. Se deduce întîi In f(b) — in f(a) = (b — a) £^ . 
8.16 După teorema cresterilor finite între n si n + 1 există un număr c astfel ca 
In (n +1) — in» , 1 
n+1-n. eres c 


Cum n <c <n + 1 putem scrie 
1 1 
— — « In (» + 1) — Ins <—. 
n +1 n 


1 
Din neegalitatea In (n + 1) — In x < — dind lui n valori de la 1 la n găsim uy > 
n 


> In (n + 1). 8.17. f’ =0 pentru xr, = —1: y3 gi xy = 1: V3, sirul lui Rolle este 
f(— ©) fon) f(xa) ft) 
= 0 e + 


Trei rădăcini reale, x, rădăcină dublă. 8.18. Avem f'(x) = 6(x*-- x — 2) = 0, de 
unde x, = —2 si x, = 1; se deduce f(—2) = m + 20, f(1) = m — 7. Sirul lui Rolle si 
discuția ecuației o rezumăm in tabelul următor 


f(--) f(-2 Sl) f(+ o) 


Natura rádácinilor 
— 00 m-4-20 m—7 +00 


== — — — + Una rad. reală x, > 1; 
Trei rad. reale, x, = x4 = —2, 
—20 E 0 m 5 
wa 
= + _ + Trei räd. reale, x, < —2, 
#, E (—2, —1), 4 > 1; 
7 — + 0 + Trei räd. x 4, = % = 1, 
44> — 2° 
= + | + + Una rad. reală < —2. 
co 
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Observatie. Ecuatia datá se poate discuta si utilizind metoda reprezentării 
grafice. 8.19. P'(x) = 0, pentru x, = —1, x, = 1. Discuţia este următoarea 


P(—o) P(-) PÜ P(o) 


m Natura rädäcinilor 
—o m+2 m—2 oo 
A ón M——MM——— 
— 00 
= m = + Una rad. reală, x, € (1, ©); 
—2 — 0 — + Trei rid. reale, x, = x» = —1, 
4X3]; 
- + — T Trei rad. reale, (— o^, —1), (—1, 1), 
(1, œ); 
2 — + 0 + Trei rid. reale, x, = x4 = 1, 
Q X43 < = 1; 
— + + + Una rid. reală, x, < — 1. 
00 


8.20. Din f = 42? — 3x2 + 4) = 0, se deduce x, = —1, u == ¥3 = 2. 


fico) foo s2 fx) 
+o  Ai=11  A+16 +o 


A er er EH nn nn 


Natura rädäcinilor 


— co 
+ — — + 2 rid. reale, x, < —1, +, > 2, 
—16 + — 0 + ty XQ X = 2, x,« —2, 
+ — + ¿ + 2 rid. reale, x, < —1, x4 E (—1, 2), 
11 + 0 + o +] aa = a = —1, două rad. complexe, 
+ + + + complexe. 
oo 


8.21. Ecuația derivată contine parametrul m, impärfind ecuafia cu x 
4 
3$ —4x-m-4—-—0 
x 
TEE OR 4 
pe care o studiem în intervalele (— oo, — s), (s, 00) cu e>0. Avem f(x) =31* — 4 — 7" 
x 
Sirul lui Rolle 


fico) f(-V23 fi~ So WM) + 0) 


—0 m — + m To 
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Dacă m < < 0, sau m > 0 ecuația are două rădăcini reale, 
m=0, două rădăcini” duble x = —y2, x = +Y2. 


1 
8.22, Se discută f 7) = 0; 8.23. Două răd. reale; 8.24, 
x 
fa) = 0, pentru z, = —1,"2,—1. Avem f(—1) = a? + 
TU — 1, f(l) = a? + b — 5, (fig. 8.24) 
MN oo) f(-1 fü) flo) | Natura rádácinilor 
. i. . c MI . . 


1 — — — + O räd. realä, 
z;€ (1, o), 
uj- 0 — + | z2=-2=-1, 
eu beg % > 1, 
III | — toi + 3 räd. reale 
distincte, 
IV _ + 0 + AQ m Xj ml, 
6 As < —1, 
4 NAE es + + + | O rád. reală, 
Y y xy < —l1. 
V 
8.25. f' = 0, x, = —a, x,— a; f(—a) = 2(a + b)(a* — 
— ab + b?), f(a) = 2(b — a) (b? + ab + añ), a? + ab + 
? Ve +b2>0 dacă a,b, € R. Dacă a > 0, avem (fig. 8.25) 
| EX fo) fà fa fo) 
I No — co a+b b—a co 
I — b b L 
Fig. 8.25 II = x = T 
III — 0 — T 
IV = + = + 
M = T 0 F 
VI = + + + 


Natura rădăcinilor se citeşte imediat. Urmează cazul 


X h-y x 
a<0. 9.28. Avem — = » y=Bbll——],v= 
r h Y 
x 
= nnuxl1-— — 
al r 


f(x) = #8 — rl + m* = 0, 


2 
fl) =0, %=0 şi m= (fig. 8.28). 
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m 4 Natura rädäcinilor 
m m’ — — r? 00 
27 
A a S 
0 
J = + douä rad. distincte 
Y i 0 X, = Xa = — Y, Xy = — — inac. 
3 + + 1 2 3 3 3 
+ + + nici o rädäcinä 
eo | 
3/2 
Y . TI -€ . 
Pentru m = 77 avem volum maxim. Se verifică uşor că si pentru r. gr avem 


două soluţii. 8.29. AB=AC=x, BC=2y. Din r+y=1 = 2rV x8 — yt, 
x? = WV 1(2x — 1), f(x) = x* — 8rlx + Arti? = 0, fi = 0, x= 9/21. Sirul lui Rolle 


f(0) ACE feo) 
+ Ar*i? — 6r2] Y 221 + 


a 
Înscrierea este posibilă numai dacă !x 2 Y V3, trebuie deci ca perimetrul triunghiu- 


lui sá fie mai mic sau egal cu acel al triunghiului echilateral inscris in cercul consi- 
derat. In particular inscrierea este posibilä dacá x € (0, 1) sau x & (2,3), acceptabilá 
numai prima. 8.30. Rädäcina pozitivá este cuprinsá între 2 si 3, luăm deci a = 2 gi 
b = 3; f'(x) = 332 + 20x + 6 şi f(x) = 6x + 20, f(2) = —60 si f(3) = 15, f'(3) 293. 
Aplicám metoda tangentei (Newton) 


PBI 5 b Fb) 


a, = 28, b, = 2,83, 


a, = 4 =, Hb - A 

f(b) — fla) f'(b) 
deci rádácina cu o zecimalá exactá este 2,8. Pentru a determina a 2-a zecimalá exactä 
micgorüm intervalul (2,8; 2,9). Avem f(2,8) — — 2,848 si f(2,84) = 0,602304. Formulele 


de mai sus dau a, = 2,8329... şi b, = 2,8330, rădăcina cu douá zecimale exacte este 
2,83. 8.31. x = 0,7838. 8.32. x = 0,359. 8.33. 0; 8.34. f(a) — af'(a) ; 8.35. 10; 8.36. — 38. 


1 2 u 

z^" + Di 939. 0; 8.40. s Ve; 8.41. — sina; 8.42. — cosa:sinta; 8.43. 1:3; 
8.44. 1:8; 8.45. 1; 846. 1:2; 8.47. 1:6; 8.48. 2; 8.49. — 1:2; 8.50. 1; 9.51. 0; 
352. co; 8.59. —1:2; 0.54. 1; 8.55. a; 8.56. 1, a zt —b; 8.57. 1:6; 8.58. (4m + 1): 
: (4n + 1); 8.59. 1:2; 8.60. 1° m par, n impar, l = 0; 2? m impar, n par, 1 = 0; 
3° m şin de aceiaşi formă (pare sau impare), expresia ia forma 0:0 sau co: co, iI=n:m 


1 b+1 
(L’Hospital). 8.61. ao — 1)(2n — 1); 8.62. f(0) = t deci b = —1. Ínlocuind 
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b = —l si aplicăm repetat regula lui L’Hospital. Se găseşte succesiv a = —2, apoi 
c= —5:2 gi limita este —5- 9.63. 0, se scrie (In sin x): (1: x); 8.64. 1; 8.65. 1; 
8.66. 1; 8.67. co; 8.68. 0; 8.69. co; 8.70. —1; 8.71. co; 8.72. 0; 8.73. 2: n; 8.74. 1; 


x 
875. 1; incdus Dd etc.; 8.76. 1; Iny — xlIn(1— x) etc. 8.77. 
x 


log Yabe ; Se egalează expresia cu y, se logaritmeazä etc. 


IX 


8.1. Pla) = (x — QA, P(x) = (x — a) (2002) + (x — apt] şi Pa) = 0. Re- 
ciproc: P(x) = (x — a) Q(x) deci P'(x) = Q(z) + (x — a) Q'(x) cum P'(a) = Q(a) fiind 
nuli, Q(x) este divizibil prin x — a, deci Q(x) = (x —a)Qi(x) gi apoi P(x) = 
= (x — a Qi(x). O condiţie necesară gi suficientă pentru ca un polinom P(x) să ad- 
mită o rădăcină a multiplă de ordinul n este ca P(a) = 0, P'(a) = 0, ..., P(*—1(a) =0 
si P(")(a) 2E 0. Pentru demonstraţie se scrie P(x) = (x — a)” Q(x), apoi se calculează 
P’, P" etc. 9.2. Se calculează P’(x) şi se află c.m.m.c.d. între P si P’, care este 
x8 + x + 2. 9.3. P' = 4x9 — 6x2 ++ 2m = 0; 2° — 3x8 + m = 0. Se eliminá x între 
ecuaţii, obfinindu-se 52m? — 74m + 27 = 0 şi m = 0. Solu fia 2-a. Se utilizeazá 
relaţii între rădăcini si coeficienți cu x, = a; Soluţia 3-a. Se identifică poli- 
nomul care dă ecuația cu (x — aj (412 + Bx + C) 94 P(x) =0, P(x) =0, 
P"(x) = 0, trebuie să'aibă o rădăcină comună. Avem P'(x) = 524 + 323? + 602? + 
+16x+m=0, P(x) = 4(52° + 242? + 30x + 4) = 0, P"(x) = 0 pentru —2 si 


1 = 
= (—7 + V39). Fiecare dintre aceste rădăcini poate fi rădăcina triplă a ecuaţiei, cu 
condiția să verifice şi pe P'(x) = 0. De ex. din P'(—2) = 0 deducem pe m = —32 


şi apoi din P(—2) = 0 deducem n etc. Ín“mod analog se procedează cu celelalte ră- 
dăcini. Solutia 2-a. Se face identificarea 


45 + 824 + 2043 + mx 4 n = (x — a)? (23 + px + q). 


Solutia 3-a. Se utilizeazä relatiile dintre rädäcini $i coeficienti. 9.5. 1° Se eli- 

mină x între f — 0 gi f’ 0; b! — 4ac — 0, 2° 4p + 27 9 — 0; 9.6. 6ax + 6a + 
1 1 1 

+2=x, a= P. b= — rá P(1) = 0, P'(1) 20, P(x) = P (x — 1). 9.7—9.10. 


Se aplică Ex. 9.1. 9.11. Trebuie ca P(1) = 0 şi P'(1) = 0, a = —n,b =n +1 şi atunci 

P(x) = — bet (n + 1) ^ + 1)  — (x — l) (nz” — gil... — — 1) = 

= — (x — Dina + (n — Lan +... + 8322 + Oe + 1]. 9.12. a = 2p —», b — n, 
1 

c = —n, d = —(2p — n). 9.13. F(x) = 12 (x — af P"(a) sau F(a) = F'(a) = F''(a) = 0. 


9.15. Fie P(x) = aya? + ar + Gn—1% + aa şi P'(x) = a,nx'—1-- .... Din 
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1 1 1 
=; PI ET a Be ET 

n! (n — 1)1 t (n—i! ESSE | 
ay = 1. 9.16. P(x) = x^. 9.17. Notind ax? + bx + c = u, 2ax + b =v, avem P= w, 
P’ = 2uv, P" = 4au + 2v?, Revine să eliminám pe u gi v dintre aceste trei relaţii. 
Deducem 


identificare se deduce a, — a= , 


1 
u = — (P” — 203), P= (P” — 2483, P = LA (P” — 243). 
4a 2a 


16a? 
De aici 


— — 


P P” — 202 P De 1 | yo ks j 
apoi 64aîp? = (2PP” — P’)3, care este relația cerută. 9.18. P(x) = aj(* — x) ... 
... (x — x), înlocuind și anulind coeficientul lui a deducem condiţia n"—3 = 
= n — 2 verificată numai de n = 3. 9.20. E'(x) zz0, a=c,b=d=e=0, E=1. 


9.21. Procedám prin inductie. Se verificä pentru m = 1, admitem cá se verificä pentru 
m — 1, vom dovedi apoi cá se mentine si pentru m. Notind cu P(x) polinomul din 


partea 2-a, avem Pf») = m[(a + îm + Cl (a — B) (a + 240"? ... + 
+ C?-l(x — h(a + nh)" "(x — nh)" 4 (n — Bla — mh)"—?] = m[(a + h) + 


+ (x — h)]?-1 = mix + ajm-2. Astfel P'(x) = m(x +a)"1, P(x) = (x + a)” + C, 
cu x = 0 avem C = 0. 9,22, 


(1) y = (1+ a)” + nal + De, 
y=x(1 + Che + Che + di + Chan) = x + Clat + Che + coef Can} 
(2) y =1 + 2Cle + 30% +... + (n + 1)C%x0, 
Comparind (1) si (2) deducem identitatea 


i+ 2Clx + 302 +... + (n+ 1)C?4^ = (1 + x)” + nx(1 + x)?-1, cu x-1 avem 
1 + 20143024... +(n+1) Ch =2%-1 (n +2). 9.23. E' =3[12+4+ La -- b) x + 
+ (a + 595] = 3[x + (a + 5)? = [(r + a + b)9]”, funcţiile avind aceiași derivată pot 
diferi printr-o constantá; dacá se egaleazá, uneia adäugindu-se C gi se face x — 0 se 
antl — x : , o ntl — (n + 1)--1 
deduce cá C = 0. 9.24. sy = ———— , deducem Se oo 2 e 
x—1 (x — 1} 


n (5 + 1) 
#=1, s=14+...+1=8 ,=1+2+... +n = ——. 9.25. y(0) = 


n 
—1:d4; d = 1:y(0); y(az + bx? + cx + d) = 1, y'(ax? + dal + cx + d) + 
+ y(3ax? + 2bx + c) = 0, dy(0)--cy(0) = 0, y’(0) = —c:d? etc. 9.26.0 =a +b +e, 


5 = 4a 4+ b, 2 = 2a, s(t) = £ + 1-2; 9.395. 1° x = — 382 + 8! + 4, v= — G+ 8; 
= 27? 

29 x=2%—3 +1. 9.36. x'(5) = rY3, xS = — i 9.37. s=- Zur 

(mișcare uniform intirziatá, g = 9,81 m/s?). v = s = — gt + v, = 0 pentru ¢ = vo: g, 


înălţimea atinsă este 5 = vă: 2g, apoi cade cu o mişcare uniform accelerată. Timpul 
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de urcare fiind egal cu cel de coborire 27 = 4s,t = 2s. Apoi 
t 
v, = 2s. 9,81m/st = 19,62 m/s. Înălțimea maximă = > =z 


= 19,62 m. 9.38. M avind o nfiscare uniform variată 
are ca ecuație a spațiului x = al? + bt + c, iar ca viteză 
pe x’ — v = 2at + b. După enunț: ż = 0 dá x = 4 deci 
c = 4; t = 0, x' = 0 deci sit = 2 dá x = 6, rezultă x = 


1 
= rid +4 (fig. 9.38). N are ca ecuație x = at + f, 
viteza x’ = a. Avem 1- —1l, x — 0, apoi cînd se 

Li 


1 1. 
intilnesc mal +4=at+ p si E 2 + a) = (at + Pp); 


rezultă ¢=a=8 si atunci /2--2( —8 — 0, 5, = 2, 
tg = — 4 (inacceptabil). Mobilele au ca ecuaţii ale mis- 


j 1 a 
Fig. 9.38 cárilor x = FX + 4 ṣi x = 21 + 2. 9.39. s = — z e+ 


+ vof, a accelerația, v, viteza cind incepe frinarea. Avem 

v = s' = — at + vo Cind trenul se opreşte v= 0 şi atunci Z=v,:a. Cu aceasta 

= v3:2a. Numeric v, = 30 m/s, a = 1 m/sec?, s = 450 m. Distanța de la semnul 
la macaz trebuie să fie (450 + 30) m = 480 m. 


X 


10.1. Eliminind y se deduce 4x? — 167x? + 18x — 6 = 0, care dă 7, = 1 etc. 
3 — V3 A (3+ V3 

(1, —1), 2 r c v3 , 2 
= Xa =1, x, 2, PV, 1), P.(2,8); P, este punct de tangenţă. 10.3. Din y, = y, rezultă 
4,— x,—1m Si apoi y=m? — 2m, punct de tangenţă căci 1, — x,. Eliminind pe m obţinem 
y = x? — 2x. 10.4. Dreapta trebuie să taie curbele in două puncte confundate, egalind 
y-cii se deduce 22? + (3m + 7)x + 3m +5=0 si din A=0 se deduce m= — 1, 
punctul de tangenţă este T(— 1,3). 10.5. a = 5:36, b = — 4:9. 10.6. (— œ, 5:4) si 
(5:4, ©); 10.7. (—co, —1), (—1,1) si (1, 00). 10.8. (— cc, 1), (1, ©); 10.9. (— co, —1), 
(—1,1), (1, ©); 10.10. 1° y'(—51 = — 4; 2° y’(—3) = 3; 3° ma=1:2 gi m — 1; 
4? 0, —8; 10.11. y’ = 1 — 2x, y'(0) = 1, tangenta y = x şi normala y = — x; y'(2) = 
= — 3, pentru x — 2 se obţine y = — 2 tangenta y + 2 = — 3(x — 2), normala 


, V3|.10.2. Eliminind y se deduce x, = x, = 


1 
y+2= = (x—2). 10.12. y(1) = 4, y'(1) = —1, y — y= y'(D(x — 3); 349-5 = 0; 


10.13. y” ES =8;y=8 (+ — =) . 10.14. y = x, y'(0)=1; 10.15. 31%+4+8y+9a = 0, 
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8x — 3ly + 42a = 0; 10.16. 1° y(l)=tga=—1, «= 135°, 3x + 3y—7=0, 
2° a), y = 0, x? — 2x = 0, A(0,2), B(2, 2:3); b) y, =tge=l;z=14+V2; c y = 
2 


2 — 2 
EE: V5: 3. 10.17. y=f(x), (—1, —9) şi (1,9) ; 10.18. (c, e) ; 10.19. [+ a: 55 Sl 


sin Va 1 

10.20. 1° Curba există pentru x >0. y = — Vz ug > 2 x +2y —2 = 
2Yx 

= 0, 2° y (0) = — 1, x + y — 1 = 0; 10.21. 1° Fie (a, B) punctul de tangentă B = 


In = al 
= ' B = ma, m= (a) = ug; Se deduce a= Ye, p= 2:3 Ve ; 


1 
Sey = 2x; 2° Altă metodă Y — In x = — (X — 2), care pentru X = Y=0 dá ln x= 
x 


= 1, x =e; apoi y = 1; ey = x. 10.22. Fie Mo(%p, yo) punctul de tangenţă y'(1,) =a" 


a a 
In a. Trebuie ca a^1n a = a, de unde x, = {In Ji a si yg = .—— . Cum aceste 
Ina Ina 


E 3a x? — x? 
coordonate verifică y = ax se deduce a = e. 10.23. y = ——————, (t, 2 — y — a= 
y(2a — xy 


= 0, (n), x + 2y — 34 = 0. Avem i = 2 yi Fy”; t=aV5:2; n =y VIF y”, n= 
y 


a 


=a V5; Ss, = — 2 s = — 2' Sn = YY”, Sn = 2a. 10.24. y'(0—0) = — 1, y'(0 + 
y 

0) = 1, deci y = — x si y = x; 10.25. y'(0) = 1, y — x; 10.26. y — 2ax +b, din 

1 + mm, =0 avem 1 + (2ax, + b)(2ax, + b) = 0, cu a4 + % = —b:a şi si% = 


= c:a se deduce all + 4ac — b?) = 0, a 40, b? — 4ac = 1. 10.27. 1° Tangenta in M, 
x + ay? — 2a = 0, A(2a, 0), B Q =| , S = 2. 10.28. Din xy + x + m(—x—y—1)=0 


cu xy--x-0 şi —x — y —1 = 0 deducem x —0 si y = —1; y'(0) = — 1, deci 
tangentele in A(0,—1) au același coeficient unghiular. 10.29. Trebuie ca y = y, şi y'(1) = 
= yi(l) = — 2; Ecuația tangentei este 2x + y — 4 = 0 gi a normalei x — 2y + 3 = 


1 eu 
= 0 (fig. 10.29). 10.30. Se deduce X = 355 ‚tangenta inT (va z) , ecuația tangen- 
€ 


tei este 2x — 2 Vey — Ve = 0. 10.31. y’ = (x — 2): 
:49; m = (x — 2): «8, ecuaţia tangentei in M este 
ay — (a — 2) — a(3 — 2a) 0; intersecţia se obține 
înlocuind y cu (1 — x):x% deducem (a — 218 + 
«(3 — 2a)x* + ax — a3 = 0, deci trei puncte de in- 
tersectie, dar din cauza tangentei in M, x, = x4 = a, 
împărțind cu (x — a)? rámine citul (a — 2)» — g, 
deci x = «a: (a — 2); y’= m’ pentru această va- 
(4—a)(a—2) m 

a? "m 
duce la — a? + 64 — 5 > 0, e (1,5). 10.32. 1,(2,3), 
Ia(—5, 10), yf = m = —1, y; (2) = m = 4: 3; 
tg V = (m,—m,) : (1+-mym,) ; tg V, 57, V = 81°52’46” 
tg V4 = 7:13; V, = 30°12/25”. 10.33. I(1, 1), m, = Fig. 10.29 


loare, devine m’ = > —3 con- 
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zx 1 
«jm ————— = us m= 2, te V=3: 4; V =36°52/12”, 10.34. 
IA ED Ben 


10.35. Punctul /(«, 8) este centru de simetrie al 
unei curbe de ecuații, y = f(x) sau o(x, y) = f(x) — 
-y=0 dacă oa +, y+f)=e(—z-+o 
—--B) În cazul nostru J,(1,0), respectiv J,(2,0). 
10.36. y” = 6(x + 1); I(x = — 1, y = 1); 10.37. 
y" = 0 pentru x = —1 gi *x— 1, (—1, 0), (1,0); 
10.38. x = + 1: V3; 10.39. x — 2; 10.40. (fig. 
— 6x2 6x(343— 2x 4-4 
10.40) y = = yu E 


(+12 2-22 7 ^ (eriyQe—2 o! 


x |œ —1 -7 0 2 oo 


Fig. 10.40 y 11 


4 4 16 4 4 
10.41. y(0) = 0, d — 0, »- 5) = 0, »[- J ==, y |- J re Se deduce 


1 4 
y= 4 p2x3D-to— x. 1042. x — — 1 paralelă cu Oy; m = lim Eq. n= 
- 3 rw X 


= lim (y — mx) = — 2, y = x — 2; 10.43. x = 2 gi y = x + 3; 10.44. nu are asimp- 
x= 0 


tote; 10.45. La — œ pe y = — x + 1l, la + œ pe y = x — l; 10.46. 1» — 0,y = xi 
la x— œ, y = 3x; 1047, 3 — ©, y = — Er li reymi 


2 
10.48. —10.172. (vezi figurile de mai jos). 


eh 


Fig. 10.48 
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Fig. 10.50 Fig. 10.51 


Fig. 10.52 Fig. 10.53 


Fig. 10.54 
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15 — Culegere de probleme de matematici superioare 


(nv -- 2) 


Fig. 10.56 Fig. 10.57 


-}' 


Fig. 10.58 Fig. 10.59 


Fig. 10.60 (1) Fig. 10.60 (2) 
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Fig. 10.60 (3) Fig. 10.61 


Fig. 10.62 Fig. 10.63 


y 
UN x 
Fig. 10.64 Fig. 10.65 
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l 
2 
0 x 
Fig. 10.66 
y 
— 7 * 


Fig. 10.68 Fig. 10.69 


Fig. 10.70 Fig. 10.71 
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Fig. 10.72 Fig. 10.73 


Fig. 10.74 


Fig. 10.75—76 Fig. 10.77 
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Fig. 10.78 Fig. 10.79 


Fig. 10.80 Fig. 10.81 


Fig. 10.82 Fig. 16.8) 


Fig. 10.84 


Fig. 10.86 Fig. 10.87 


qa<0 


Fig. 10.88 (1) Fig. 10.88 (2) 
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n por J 


Ü Es 
n impor y 
0 T 
Fig. 10.89 Fig. 10.90 


Fig. 10.91 (4, 5, 6) 
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Fig. 10.92 (3, 4) 


Fig. 10.92 (5, 6) Fig. 10.93 
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(L- 3] 


Fig. 10.94 Fig. 10.95 


Fig. 10.96 Fig. 10.97 


Fig. 10.98 Fig. 10.99 
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Fig. 10.100 


\ 
\ 

\ 
Fig. 10.102 


A 
IN 
| 
| 


Fig. 10.104 


Fig. 10.101 


Fig. 10.105 
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Fig. 10.107 


z 


( l- Wel) 


(—2, 0) punct izolat 
Fig. 10.110 Fig. 10.111 
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5. 


5 


| 
| 
| 
| 


Fig. 10.112 Fig. 10.113 


0 2 37 


Fig. 10.114 Fig. 10.115 


Fig. 10.116 Fig. 10.117 
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Fig. 10.118 Fig. 10.119 


Fig. 10.120 Fig. 10.121 


Fig. 10.123 
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Fig. 10.124 Fig. 10.125 


=] p 


Fig. 10.126 Fig. 10.127 


Fig. 10.128 Fig. 10.129 
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Fig. 10.130 Fig. 10.131 


if? I 


Fig. 10.132 Fig. 10.133 


Fig. 10.134 Fig. 10.135 
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Fig. 10.136 Fig. 10.137 


Fig. 10.138 Fig. 10.139 


Fig. 10.140 Fig. 10.141 
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16 — Culegere de probleme de matematici superioare 


Fig. 10.142 Fig. 10.143 


Fig. 10.144 Fig. 10.145 


Fig. 10.146 Fig. 10.147 


'42 


Fig. 10.148 Fig. 10.149 


Fig. 10.150 Fig. 10.151 


012-147 2 27% 


Fig. 10.152 Fig. 10.153 
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Fig. 10.154 Fig. 10.155 


Fig. 10.156 Fig. 10.157 


Fig. 10.158 Fig. 10.159 


244 


Fig. 10.161 


Fig. 10.162 Fig. 10.163 


Fig. 10.164 Fig. 10.165 
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Fig. 10.166 Fig. 10.167 


Fig. 10.168 Fig. 10.169 


Fig. 10.170 Fig. 10.171 Fig. 10.172 
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10.173. Se rezolvä in raport cu parametrul m, punind 
apoi m = y, se reprezintä grafic y = f(x), (fig. 10.173). 
Dreapta de ecuatie y = m, paralelä cu Ox, cind m 
variază de la —« la +00, dacă taie curba, abscisele 
acestor puncte sint rädäcinile reale ale ecuafiei, in 
puncte de extrem avem rädäcini multiple. In conse- 
cintá m < 0 dá rad. complexe (dreapta nu taie curba) ; 
m=0, rad. dublă x, = x4 — 2; 0 m «1, două 
rad. reale pozitive > 1; m = 1, ec. de grad 1, x = 
= 3:2, cînd m—1 o rad. tinde către o; 1< 
« m <4, rid. reale, una negativă si alta > 1; m=4, 
o rad. nulă şi alta > 1; m > 4 rád. reale pozitive 
0<4,<1si1< za < 2. 10.180. Rezolvind ecuaţia 


în A şi punind A = y se deduce Fig. 10.173 
a — 2(m -- 1) x -- m-F3 x—2 
=, y = Am +2) : 
(+ + 1)? (x + 1? 


Deosebim cazurile (fig. 10.180) 1° m < — 2 


x — 00 —1 2 00 

y N + 0 = 
1—m 

y 1 N — o|- 00 3 NX 1 


1<1 gi A< m+ 3, două rădăcini reale negative, una cuprinsă în intervalul (—1, 0) 
alta < —2; A= m + 3, atunci x, = —4, x4, =0; 1» m +3, rădăcini reale, una 


1 1 
negativá < —1 gi alta pozitivá in intervalul (o 3) ; à = 1 atunci x = rx 1<i< 


1—m 1 1— 
douá rädäcini reale > zi: > 


rádácini complexe. 


< 


Fig. 10.180 
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Fig. 10.180 


2° m = —2. Dacă A = lidentitate, dacă 4 251 atunci x, = 4%, = —1. 3? m > —2. 
x — 0 —1 2 © 
y + d — 0 T 
3 1 a "E PED ee PE 


10.181. Ínlocuim cos 2? = 1 — 2sin?t si atunci ecuaţia devine 
4( + 1) sint t — 4A sint + A — 1 = 0, 


1 pi 
O rădăcină este sin? = pi deci t = 6 + (— 1)”r; Punem sint = x gi A = y, rezolvind 
apoi in y deducem (fig. 10.181) 


Lf NIE r y —1 Aol-o A =1 
Gi GZ 
Z Cum |sinț|-g 1, se iau ca rădăcini acceptabile nu- 


ZI i = ZA mai valorile lui x cuprinse în intervalul închis [—1, 1], 
à < —3 o rădăcină cuprinsă ini L 
// ZZ < —3 o rădăcină cuprinsă în intervalul | — 23 1], 


1 
. —3 << — nicio rădăcină, A> — — o rădă- 
Fig. 10.181 3 3 


cină. 10.182. m=y, y=-"+3»+2 Your 2x + 3; (fig. 10,182). 


3 
x 1 = 2 
2 
y ME om 
17 
—2 — 4 
y ^ 4 ` 
m < — 2 nici o soluție (poziția l-a); m = — 2 o 
rădăcină x = — 1 (poziția 2-a); —2<m< 4, o 
1 
rădăcină (poz. 3-8); A<m< 7 , douá rad. (poz. 
17 ., . . 2m—2m? 
4-a); m > b nici o rädäcinä. 10.189. ned Fig. 10.182 
— 2m +2 
pentru m<—1; „= pentru =1< 
m+1 


<m<0; y, = 2 pentru Os m. 1; y, = 2m pentru 
m> 1. 10.190. (vezi fig. 10.190). 10.191. Punem 
x—1 , Ae 1)? 
x41 od Bra + 1 ci 
y’ > 0 pentru x > 1, deci y creşte odată cu x. Pe 
de altă parte y şi y” se anulează pentru; x = 1, deci 
pentru x > 1 avem y > 0. 10.192. Se poate proceda 
in douá moduri: 1° Reprezentim grafic functiile 


y = Ya 32 + 2, Ya = V7? + 2# +3; Se vede 
CĂ y, — y, oricare ar fi x este pozitiv, deci y, — 
— y4 < 0 oricare ar fi x. Se reprezintă grafic funcția 
y= ES + 3x +2 — Vai +,2x + 3 deci y < 0 ori- 
care ar fi x (fig. 10.192). Fig. 10.190 


y=Ilnx-2 


y= Uz 3x2, yam Va? 42%, +3, y = Ua + 8x +2 — Vai + 2% +3 


y 


Fig. 10,192 
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XI 


b 
11.1. 5' = 0 pentru x = = a, °F" = 2a; maxim dacá a < 0 si minim dacá a > 0 
a 
b3 — 4ac 
egale cu — up 3 11.2. max. pentru z = 1 egal cu 2 şi min. pentru x = 3 egal 
a 


cu — 26. 11.3. y^ 2 0, pentru x —0 si x —3, y”(0) — 0, y"(3) = 18 max. egal 
cu 0 pentru x — 0 si minim egal cu — 27 pentru x — 3. 11.4. y — 0. pentru 
Ai =%=0, %=-—1, 4% =—3:5; y"(0 —0, y"(— 1) — 0, y"(—3:8) «0; 
max. pentru %,, min. pentru +, si inflex. pentru x,. 11.5. max = 2:27 pentru x = 5 


pi 5\2 a— yb 
şi min — 0 pentru x = 1. 11.6. max uu cand si min = afanes ; 
4 Ya — Vb Va + yò 
t— 


11.7. y = 3 1 + y(3 — 0) >0, y'(3 + 0) > 0 nici un extrem; y'(6 — 


(z — 3)? (x — 6? 
— 0) <0, y'(6 + 0) > 0 minim; y'(4 — 0) > 0, y(4 +0) <0, y(4) = YF maxim. 
11.8. min = 18; 11.9. y = — 2(221 — 2mx + (m? — m + 1)}: (233 + 2x — 1 — m; 


1 
y” = 0 pentru valori complexe. 11.10. y = 0 pentru x = — (a, +a,+ ... +45) si 
n 


1 
are valoare — > (a; — aj). Sau f(x) = na — 2(a, +... + an) + a? +...+ a2, 
9? 125.8 


1 
Ex. 11.1 trinom de gr. 2. 11.11. f(x) = gs + 1) (2n + 1)x* + n(n + Dax + 
+ na*; Ex. 11.1, minim pentru x = — 3a: (2n + 1) egal cu (n: — n)a*: 2(2n + 1). 
d 
11.12. ze E A i Rafionalizind obținem 11 — 2(y + 2)x + y3 + 2y +2=0, ecuatia 


„aceasta are rădăcini reale dacă y > — 1, Ymin = — 1 pentru x-1. Sau cu 
derivată. 11.13, y” = 2®-1(n + ner, y" = 4^—2[x* + 2nz + n(n — 1)je*, yl") — n! 
x x 
(: + Cor +... + Ch =) e*, y("(0) > 0 deci pentru n par avem un minim, iar 
n 


pentru s impar un punct de inflexiune. Pentru y"(— n) = (— n)*—le—*®, y par un 
max. iar n impar un minim. 11.14. f(x) = 2x1 — 3x + 1; care se deduc din f(1) = 
=a+b+c=0, f'(3:4) = 2a(3:4)+5=0, f(3:4) = —1:8. 1115. Din y- 
1 1 
[- z] = 0 şi »(- z] = 0 se deduce a — 5 si b — 17:4. 11.16. y” = 0 pentru 
a= —2:5 şi b= —26:5. 11.17. a = 6, b = — 1; a= 10, b=3. 11.18. f'(1) = 
= 0, f(1) = 3, f’(0) = 0, f(0) = 2, conduc la un sistem care are soluțiile: a = 1, 
b= — 8, c = —4, d=2 şi a = —3, b= —6, c= — 3, d = 2. 11.19. Trebuie ca 
fl) =0, f(-1) —9, f) —1 FD =f- 1) = f= 0; a=1, 5-0, 
2x — 3 


PER} d=0, e=1, f(z) = x4 — 2x3 + 1, g(x) = — f(x). 11.20. ya , 
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3 
x — 00 T 00 
2 3 
m -1(7 = — 2, atunci a = 
y = 0 m 
—1,12, x, = —0,6, x4 Z 30,7. 
y o N m A 00 


11.21. y = 0, 32 —2mx — 1 = 0, 8 =m? 1 >0 deci două rădăcini reale oricare 
ar fi m. Tangente paralele cu Ox dacă x = m + Vm?+ 1. Locul geometric se obtine 
eliminind pe m in această ecuație si m din funcţie. Avem x — m = + Ymi+ 1 si 
(12 + 1)y = x — m se deduce 2xy — 1 = 0, hiperbolá echilaterá. 11.22. Fiez? = x? + y2, 
punem + = z cos a, y= zsin œ si atunci az cos œ + bz sin « — c = 0, A= f(a), min = 
= ca: (a? + b?) dat de x = ac: (a? + 52), y = bc: (a? + 52). 11.23. g> 1 minim pentru 

= 1 gi min = V3 + Yq — 1; dacă q < 1 atunci z? — 2x + q admite rădăcini com- 
plexe. 11.24. S = (a — x)* + 22, S' = 0 pentru x = a:2. 11.25. s = xy, 2x + 2y = 25; 


- ax 
patrat de latură Vs. 11.26. pătratul. 11.27. pătratul. 11.29. S = Prud S'=0, 


À ah tI 
ge S (max) — a 11.30. x inälfimea S = x Y x(2r — x), S’=0, pentru x = 3r:2, 
echilateral. 11.31. Fie r raza cercului, x semibaza mică si y înălțimea S= (x--r) VrZ x, 
= b 
S' = 0 pentru x =r:2, y =Y V3:2. 11.32. 2x, 2y laturile S = 4—aVa — x, 
a 


S' = 0 pentru x = a Y2: 2, S(max) = 2ab. 11.34. 1? Fie T punctul de tangentă cu AB. 
Se arată că AB = AD; 2° Notám OB = x, din triunghiurile dreptunghice OTB si 
OAB deducem BT = V233—73?, OB - AB: BT, de unde AB= x: Ya — và 


Dec ol BEE, 2 
S(ABCD) = 4S (40B) = 4 P AB OT, dei S = 22: Va3 — 7, S'—0, zer v2, 
cind S' trece de la — la +, deci un minim. Atunci BT — r, rombul este un patrat. 


11.35. Evident / fig. 11.35 _ td BE = AD = AD = isi AC 
99. er » . ZT =, xx ze = ¿sm 4, = 
is Tee) Ap. CA CA 
.  lcos (x — a) 
= l cos x, CB = [cos x — a. Db yes or LONE RAUF 


lcosx—a : r a 
= Į sin x — a tga; f'————————, f" = —3lsinx, x este ascuțit, f'"(x) < 0, 
cos? x 
do 
avem o valoare max care este f iV 2). 11.36. S = 
c 


1 
= rcx). x raza, x — p:4; 11.37. V = (a— 


1 
— 2x) (b — 2x) x, V' = 0 pentru 4, = ¿le +b — 
— yai b — ab) , Za > a respectiv b. 11.38. Max. nu 


depinde de lungime, este dat de max. ariei sectiunei 
drepte, care este un trapez; fie baza mare a + 2x, Fig. 11.35 
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a 
S = (a + x) Va: — z, S’=0 pentru x = $ Altá solufie. Notám cu « unghiul 
dintre fata laterală şi baza mare V = a? sin? a(l + cosa); V’=0 pentru a = 60°. 


2ry3 | "8 aV6 
27 


a^, r-— 3 , a at 72%. 11.40. Fie 2x gi y 
i 


11.39. a raza cercului; V(max) = 


1 
baza si înălțimea dreptunghiului; p = 2x + 2y + xx, s = 2xy + z răi, din p scoa- 
tem pe y gi inlocuim in s; s’ = 0, pentru x = p: (4 + x) gi apoi cá y = x. 11.41. p = 
2h 
= +, (b lăţimea bazei), s= À(b + hctgo). Eliminăm pe b si p= " n 


sin « 


2h z a 
— — hctg a; p'=0, a=60° si h = Y 30,760 Vs, p = 2Y3V5 = 2,632 Ys. 
sin « y 33 


11.42. Se scoate x din I’ = 0. 11.43. Fie F, si F, cele două ferme și F, respectiv F; 
proiecţiile lui F, şi F, pe direcția XY si F,F' = a, F,F, = b, FiF; = c. Dacă notăm 
FiS atunci d = Ya + #3 + Ve — x)? + b* , d' = 0 pentru x, = ac: (a + b) şi x,—ac: 
: (a — b), minim x,. Observare. Dacă fermele sint situate de părţi diferite fata de XY 
atunci d este minim cind F,, S si F, sint in linie dreaptá. 11.44. Fie B’ si C' proiectiile 
pe (D) ale punctelor B si C, notăm CC’ = x. Avem X CAC’ = ABB’, din asemănarea 


cx een 

triunghiurilor BB’A si CC’A se deduce AB’ = V spo AC’ = yb — xi şi BR’ = 
C Rss 1 

= ys — xi, Se obţine V = z relz + c Vb*— 33). Din V’ = 0 se deduce x = 
b3 b? 1 

= —. Cum V"| —| < 0, avem max și V (max) = 3 mabe. 11.45. S = 2er? + 2nrh, 
a a 


{3 — 
2v v 
v = nih, S(r) =2r? + —=;5S'=0, r = Vz , valoare pentru care S” > 0. Cilin- 
r £ T 


2 
dru are h = 2r. 11.46. V = na, S = 2nxy + 20; S = — (a + 118), S =0, x= 
x 


a 
4 
= Vz . 1147. V = ray + za? = 310,86, S = 2n(zy + 20), eliminind pe y 


7 


3 — 
2 11 
se deduce S — => (297 +228): «; S’=0 pentru +=3 "E . 11.48. V—1130,4 m?, 


2n2? 1 
s = Ins? + 2nxy, 1130,4 = nxxty + u se eliminá y gi atunci s = 3 (Sri + 
x 
+ 6782,4), s’ = 0 cînd x = 6 apoi y = 6 gi s = 565,2 m?. 11.49. 108 = xy, z= x? + 
108 
+ 4x — ‚z(min) pentru + = 6 dm şi y = 3 dm. 11.50. s = 2rr? + 2xrh, din 2r = 
x 


3 y = T — 
= nrth se eliminá h, s'=0 pentru r = > VA. Apoi h=3 4/2. 11.51. V = Fr 73, 


2r 
r E [0, g] - V (max) = —— 


g 
9 y3 


2 
pentru r — Vi Eg. 11.52. Notám cu + distanța de 
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ge ee 2 
la centrul cercului la bazá si cu 2y baza, avem y = yn - si V= = (r + x. 


yr? — at; V’=O pentru x, = x, = —r inacp. si x = 27:3; V(max) = 507 5r3: 81. 
11.53. x = 2 V2: 3; tga = V2:2. 11.54. x înălțimea, V = Zr — x), V (max) = 


32x > " om qms p AB BH m HC mart 

= r entru x = 4r: 3. «dde = D s == — 
81 P 9 1 = TAH 3 Tom 3 3 2 
nax 


ax 
(2x + a) avem bc = ax, a? = b? 4 c, y = V, — 4V u a — 22). 
ME 


XII 


12.1. f(x, y) = 33 — y?; 122. x, y E R; 123. x E R, y >0; 12.4. xy >0, x 0, 
y20;: y <0 y <0; 125. 220, IER/ (0). 12.6. x + y 4:0, orice x si y din 
plan, excepţie punctele bisectoarei a 2-a. 12.7. x, y © R — (0, 0). 12.8. Orice x şi y 
excepție mulţimea punctelor de pe dreptele x = mz şi y = nr cu m,n = 0, +1,...; 
12.9. Orice x si y, exceptie punctelor de pe bisectoarele axelor de coordonate. 12.10. Mul- 
fimea punctelor interioare cercului de ec. #2 + y? — 1 = 0. 12.11. x >> 0. 12.15. Toate 
sint egale cu x + y + z. Idem egale cu xyz. 12.17. —12.18. P(z, y) = Ply, x), 12.19. — 
12.20. f(x, y, z) =f(%, z, y) = f(y, x, 2) = fü z, 2) = f(x y) = f(z, y, 2); 12-21. f(y,.) = 
= = 420; 12.22, x —y—u, x--y—vix- z (4 +0, y= PS (v — u), flu, v) =2u4 4- v 
deci f(x, y) = 2x + y. 12.23. f(x, y) = x + y --2 Vxy, l = 2. 12.24. —5 gi —5. 12.25. 
Se amplificä cu conjugata numitorului, / = 2. 12.26. Presupunem că punctul M(x, y) 
se apropie de origine pe dreapta y = Ax, atunci f(x, Ax) = (1 — 23) : (1 + 22), deci 
cind M — 0, valorile funcţiei depind de à. 12.27. f!= —2z--3y, ff = 3y +3; 
12.28. g; = 2x: y, g¿=—2M%:y%; 12.29. 2 = na" ym, z, = ma"y”-1; 12.30. u = 

Gd y 


AA PA ysin a, fy = re: 
1 x x 
12.32. 2% = cos 0, zg = —rsin 0; 12.33. z! = — cos — cos + + I sin = iad, z, = 
y y x #8 y x 
x x y 1 . X A y ? ? 
— — cos — cos — — — sin — sin —; 12.94. u, = e* sin y + e? cos x, u, = e* cos y+ 
y y x x y x T * 


+e sing; 12.35, f, = (1 + xy + y?) e*7, etc; 12,36, f; = yxa9—1, z, = x In x; 


2x 2x 
S. 2 = 1: x2); zi =: y); 12.38. 2, = 2: y sin —. z; = —2x : y? sin —; 
12.37 pa 1: (14- x3) A 1: (1+ 5?) ; 12.38 $ 2: y si > 5 2 3 si J 
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12.39. f; = 331 — 3yz, f = 3y2 — 3xy, 12,40. f? = yze* etc. 12.42. zy | s ; d = 0; 


Pu 2 2 2 2 
12.43. aee ee ern er ERN I zi! = 
Ox? (124 y2)22’ Ox Oy (22 + yaa? Gy? 3 y 
(a + y 
= (y? — 22): (12 + y22; 12.57. y” = sin 2x + 2e2* + e* (sin x + cos x); 12.58. y = 
. 2(uv' — vu) 
=1:(14 223); 12.59. y = w': (1 + 42) + v:(140); 1260. y = ———— 
3 + v* 
E . 2(uv' — vw) 
dacă w>0 si y = — ———— dacă uv < 0. 2° Pentru u = cos x, v = sin x, 
ut + yl 
y' = 2 respectiv y” = — 2, ceea ce se explică uşor, căci cos? x — sin! x = cos 2x și 
u’ 
rámine y = arc cos (cos 2x). 12.63. y” = w jv In u + v =) 12.64. y = —fi:f, 
u 


= —(ax + by + d): (bx + cy + e). 12.65. y’ = [1 — sin (x — y)]: [(1 + sin (+ — y)]. 
12.67. Se aplică f(x, Yo) = 0 si y — Yo = Y (Yo, Yo) (x— xo). 12.68. 4x — 3y — 1 = 0. 
12.69. 3x + 2y — 30 = 0; 12.70. x + 2y —1— 0. 


XIII 


13.1.—13.4. A(a), Bb), Cl), Did, AB=b-a BC=c-— b etc. 13.7. M(x), 
I E B 1 = 
a= y [(1 + V3) 4 + (1 - VS. a= y [(1 — V3)a + (1 + y3)0). 13.8. x= 


2 
deci La unctul este determinat dacă a + b + d. Este aruncat 1 
El e dete acá a c i e a 
e-5-6rà T 
infinit dacă a + b — c + d, adică mijloacele segmentelor AB si CD coincid. Punctul 
este nedeterminat dacă a + b = c + d si ab = cd, segmentele coincid. 13.9. A(a), B(b), 
Clc), M(x), x = (a + b + c):3. 13.10. 1° M(x), A(a) etc. 3x2 — 2(a +b + c)x + ab + 
+ bc + ca = 0, două soluții căci 8 > 0. 2° În general există două soluții. Se arată 
uşor că pentru ca să fie o singură soluție, trebuie ca punctul B să împartă in medie 
şi extremă rafia segmentul AC. 13.11. M(—1), G(1). 13.12. A(a), B(b), C(e), A'[(b + 
+ €) : 2] etc. 13.14. Fie A (a), B(b), M(x), N(y) se deduce (x — y)(¥ + y) — (a + b)(x — 


x b 
+ y =. 13.17. (3, —2). 13.18. |4,4,|= 


= 


—5)20, l'—y, MEN si 


b-a(s— n|,,- = =a = 
——— ——— | Y 2. 13.20. y21 109 223 ; 
anal? Vy21 + V109 + Y 


3.21. (a, a), (a, —a), (—a, —a), (—a, a); (a v2, 0). (— ay2, 0). (0, ay 2). (o, —ay 2). 
13.22. E o), (- cae o). Q 22) (0, 0), (a, JE +} 13.24. x+y—7=0; 


= |k(d — c)|; 13.19. |M;M;| = 


2 2 
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1 


2 
13.24. A(0, 0), M(x, y); 13.25. La primul punct A = 2 la al 2-lea 1 = 3 etc. 


16 13 
M, 6 ; 3) 13.26. Pentru Py avem A= a: (i — a) etc. 13.28. 1 = 3:5, pentru con- 


5 
jugatul armonic A = —3:5; P(4, —1), P'(—11, 14). 13.29. Coordonatele lui A,sin £: 
, Xa d A, Ya t As 
4 = 77,9) = —— ete. Centrul d te al triunghiului 41 A¿ Af 
1 14 A 1 1 À etc. Cen e greutate al triung iului 4, A, A, are 
1 1 
coordonatele x, = al (si + + x3) => (1,+%3+1%). 13.30. y + 3 = m(x—1), un- 
x  y3 
de 1?» = tg 6 = EE , 2°m = 1 etc. Nu, fascicolul este format de totalitatea drep- 


telor care trec printr-un punct. 13.31. 1? x + y — 2a = 0; 2° xcost + y sint — 
— cos 3/—0 ; 13.32. tg « = (ye—y,) : (x — 41), tg a = —1, a= 135°; 13.33. 151°55’40” 
13.34. Ala,a— 1), B(a + l,a), C(a + 2,a +1); a, — 1 gi a, = —2. 13.35. Coefi- 
cienfii sint proportionali. 13.36. a = —3:2,6 = — 3. 13.37. Se utilizeazá ecuafia 
dreptei prin tăieturi, 1° 3x — y — 3 = 0, 2° 9x —y --3—0, 3° 3x +y+3=0. 
13.39. x —y —a—b —0,X —b:a; Cia 4- b, 0). 13.40. y =a + 2b, căci b = 0 dá 
= a* + 6°; 13.43. x = — (ab + 1): ab, y= — (ab3 + ab+1): a2b. 13.44. x=(at—1):(at+ 1), 


5 3 
y = —a: (at + 1); 13.46. m,= 1, (05m =3, (= 2] 13.47. m= —2,m=1 


(confundate); 13.48. m = 0,m = —1; 13.49. x = cos (a — b), y = sin(a — b), V = 
=a + kr. 13.50. 2tg a tg 3a — tga tg 2a — tg 2a tg 3a = 0, tg a—t se obține /,—0 


sit = + Vy — 1. 13.51. x + 1+m(x+2y-—1)=0, V(— 1,1) 1352. D, + 
+mD,=0, 2x+y—3=0; 13.3. k= 4' 12x + 6y + 5=0. 13.54. O fami- 


lie de drepte paralele cu dreapta x +y — 3 = 0 deci cu bisectoarea a 2-a, fascicol 
impropriu. 13.55. x + y — 2 = 0. 13.56. 2 —y—1+M2 + y —7) = 0, 2 —y + 
+ 1 + (x — y + 2) = 0 trebuie să reprezinte aceiași dreaptă, A = —3, p = —3:2; 
X + y —4 — 0. 13.57. Se imparte cu cosa si tga — m, x — y + m(x 4- y -- 1) — 0, 
V(—1:2, —1; 2). 13.58. y — 1 = m(x + 1); m = —2:7 şi 2x + 7y — 5 = 0. 13.59. 
A(u, 0), Biv, 0), kx — ky + uly — k) = 0, V(R, k). 13.60. A(a, 0), B(0, b), A'(a + 2, 0), 
B'(0,b + X, 2ax — 2by — a? + b? +2 x — y — a + b) — 0. 13.61. tg V — 1, V= 
= 45°; 13.62. tg V = 61:23, V = 69?20'37", 9. 13.63. V = 30°. 13.64. m, = my. 
13.65. 1 + mma = 0. 13.66. m, = a:(l — a) m, = 3a: (3a + 1); 1° m, = m, 
dă a = 0 şi a = 1:3; 2? 1 + mm, = 0 dă a = —0,5; 3° tg 45? — 1, din 1 — (m, — 


4 4m 
— my): (1 + m,m) se deduce a = (2 + y 10) : 6. 13.67. In-$ : (+) = l; 


7x +y —3 — 0 şi x — 7y — 29 = 0. 13.69. Două triunghiuri, A(1, 3), B(3: 2, 2), C(0, 
5:2); A(2, 3), B(3: 2,4), CU, 5: 2). Se presupune A = 90°, AB L AC si AB = AC etc. 
13.70. Fie A’(a, B) simetricul lui A. Se scrie cá mijlocul lui AA’ este pe dreapta dată 
şi A’ pe perpendiculara din A pe dreaptă, se găsește A’(—2, 3). 13.71. C(—1, 1), 
D(8, 4). 13.72. (y, — y): (xa — 11) = +tg 30°; 13.73. M(a, a +4), mag = (a + 3): 
: (a — 2) ete.; a, = —1 şi a, = —11:2. 13.74. 1° 2 —y —a — 0, 2° 7x — 2y — 
— 8a = 0. 13.75. d, = 2, d, = 3 V3 — 4. 13.76. Dreptele sînt paralele. Se află distanţa 
de la Ox N D, la D,. 13.77. AB = 1, AC = V2, BC = V5 etc.; 6° tg 4 = —1, A= 
=135°, tg B= —1:2. 13.78. Fie A’ proiecţie lui G respectiv A pe BC, A'(2, 3), Ale, D), 
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1 
% = n (xa + ap + xoa l, p= —3. 13.79. (—1, 2), (5,0), (7,4), teorema drep- 
tei mijlocii. 13.80. Coordonatele mijloacelor sint egale. 13.81. m = —2, m = 1. 13.82. 
Sapo = 11:2; Saco = 33:2; S=20u?, sau cu formula pentru poligonul, S=18. 13.83. 
1—3) 2—2) 
3. 13.84. 12a?; 13.85. ab:2. 13.86. A(—1,2), B(1, 1), of , S= 


2—21 2— 32' 
24 —1 
~ 2(2 — 3% 
a 
si y = x — 2 dacá x > 2, A(1, 1), C(4, 2). 13.89. s = JE ; 13.91. 1° x — 


—y—4=0, 2? 6x—y--3—0; 13.92. Fie A(a, 0), B(b, 0), M(0, 2), x=a+b. 13.93. Media- 
toarea segmentului, 3x — y + 7 = 0; 13.94. x —7y+6= 0, 7x + y +4 =0. 13.95. 


Ata, 0, B(—a,0), M(x, y), MB? — MA =k, x = — rt 13.97. Pla, «—2), M[x = 
a 
= (a — 1):2, y = (a + 1): 2], eliminind a găsim x — y + 1 = 0. 13.98. Fie « abscisa 


; 13.87. AB este paralelă cu dreapta dată. 13.88. y = — x +2 dacă x «2 


, 


lui P, deci x — «, atunci ordonata lui este y — T. Se scrie că mijlocul lui MA 


este P; 2x — 3y — 19 = 0. 13.99. Se ia Ox pe BC gi înălțimea din A ca Ox, apoi 
A(0, a), B(b,0) şi C(c,0), (PN) y = A; 2ax + 2(b + c)y — a(b + c) = 0. 13,100. 1° 


ab — br 2a+0+ A 3ab — bdr 
M| 2, piat E ude aet: 2° M 
a a 


este pe mediatoarea segmentului AB, ax —by—a?+b’=0 şi cu bx + ay — ab — 0, de 
unde Mas: (a? + 6%), b°: (a? + 6%)], 3° (AM) biz + ala? + 26%) y — 2ab* = 0 etc, 
s= ab, 


XIV 


14.1. 12 + y? — 2a(3x + 4y) = 0; 14.2. ny y —4r4+2y+1=0; 143. w+ 
+y — 4z — 2y = 0; 144 14 y! — 4x —2y — 20 = 0; 14.5. (-2, 1), r=2; 
14.6. (2, 9:2), r= 5; 147. (x + 19 + (y — 22 + 1 — 0 nimic. 14.8. 2(x + 2)? + 
+ 3(y — 1)3 +4 — O nimic. 14.10. 3(4* + y? — 19x — 7y + 20 — 0. Se pot utiliza 
metodele: cercul trece prin trei puncte; 2° intersecția mediatoarelor, sau cá ecuatia 
D,D, + ADD; + D:D, = 0 reprezintă un cerc. 14.11. 2? + y? — 6x — 4y — 16 = 0; 
2x + 5y + 13 = 0, 5x — 2y + 18 = 0, perpendiculare. 14.12. (—3, —3), (1: 13, 21 :13), 
14.13. Solutia l-a. Distanta de la centrul cercului dat la dreaptá este egalá cu 
raza, y= 5; A = l, à = —49. Soluţia 2-a. Perpendiculara din centrul cercului 
pe dreapta datä dä punctul de tangentä, care verificá ecuafia tangentei. Solutia3-a. 
Intersectám dreapta cu cercul. Eliminám pe y, găsim 25x? + 2(4X + 21)* + X + 
+ 243 = 0, aici x, = za. Soluţia 4-a. Fie (a, B) punctul de tangenţă, o? + 2 — 
— 6a + 8B = 0, ax + By — 3(x + a) + 4(y + B) = 0, care reprezintă aceiaşi dreaptă 
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a — 3 B+4 —3a + 48 


4-3 A 

a, = 7, B, = —7, a = —1, fp = —1. Soluţia 5-a. y — b = m(x — a) tr V1 m: 
unde a = 3, b = —4 şi m = 4:3, deci 3y + 12 = 4x — 12 4 25; 4x — 3y + 1 = 0, 
4x — 3y — 49 = 0. 14.14. 12 + y? — 4x + 2y — 5 = 0, X3 + y — 4x + 162y + 315 = 


3 “ei 
= 0. 1415. (2, —3), y = 6, m= P 3x — 2y — 12 + 6 V13 = 0. 14.16. 5x — 12y — 


— 49 = 0, 5x — 12y + 29 = 0, m = 5:12. 14.17. (x — 3)? + (y — 1)? —43—0; So- 
lutia l-a. Se scrie cá distanţa de la centru la dreaptă este egală cu raza. Solutia 
2-a. Se află punctul de tangenţă, intersectind perpendiculara din o cu tangenta. Solu- 
tia 3-a. Ecuația este de forma 4? + y? — 6% — 2y +0=0 şi tangenta in M(x,, Yo) 
reprezintă aceeași dreapta ca cea dată, in plus 23 + yg — 62, — 2», te = 0. Solu- 
tia 4-a. x? + y? — 6x — 2y + c = 0, 3x + 4y 4 7 = 0, admit rádáciná dublá. 14.18. 
Solutia 1-a. Centrul cercului dat C(2, 2), dreapta Co taie cercul in T si T, si oT, 
oT, sint raze. Ecuatia dreptei Co este 3x + 4y — 14 = 0. Soluţia 2-a. Avem r = 8, 
Co = 5 deci 7, = 2 şi Y = 8, x2 + y? + 4x — 10y + 25 = 0, x2 + y? + 4x — 10y — 
— 35 = 0. 14.19. Solutia l-a. Dacă a este abscisa centrului, ordonata va fi a —a, 
raza se deduce scriind că distanţele de la («,a — a) la cele două drepte sint egale. 
Avem d, = |5a — 4a — 2|: V26, d, = |—a + 6a + 3|: /26, din d, = d, = R se deduce 
a, = (6a — 5): 10 si a = — (4a + 1:2; R, = 13a:5Y26 etc. Solutia 2-a. Ecua- 
tile celor două bisectoare sint 4x — 6y +5 = 0, 6x + 4y + 1 = 0, care taie dreapta 
dată in C, si C, etc. 14.20. A(r, 0), A,(—r, 0), M(x = 7 cos a, y = r sin a), tangenta 
7(1 — cos 2] T r(l + cos 2] 

sina J’ 7 sing J’ 
(1 -+ m3? M2 + ma + X = 0, 8 = 0, m, — 0 și m, — 4:3. 14.23. Soluţia l-a. 
y + 2 = m(x — 1), eliminind pe y obţinem o ecuaţie de gr. 2 in x, 8=0 di m = 2 
si m, = —1:2. Soluţia 2-a. Se scrie cá Mo(z0, yo) este pe cerc si tangenta in M, 
trece prin P. Solutia 3-a. Scriem cá ecuatiile tangentelor paralele cu o directie datá 
trec prin P. Solutia 4-a. Intersecţia cercului cu polara lui P față de cerc, dau 
punctele de tangentá. Soluţia S-a. Întersectăm cercul dat cu cercul de diametru 
PC, C fiind centrul cercului dat. Ecuația tangentelor sint 2x — y — 4 = 0, x + 2y + 
+ 3 = 0. 14.24. (—2, 1), (-21:13, —12: 13). 14.25. Au coarda comună x + 3y — 
— 5 = 0; 14.26. Cercurile au axa radicală 6x + 2y + 1=0. Fie x? + y? — 2ax — 
— 2by + c = 0 care cu primul cerc are axa radicală 2(a — 2)x + 2(b — 1)y — c — 4=0 
trebuie ca (a — 2): 6 = (b — 1): 1 = (—c — 4): 1; a=1:5, b= 2:5, e — —17: 5. 
Sau cercul căutat face parte din fascicolul 1? + y? — 4x — 2y — 4 + Ma? + y? + 2x — 
— 3) = 0. 1427. k = —1: 3; 49+ y? — 64 + 2y — 8 = 0, 2x + 3y + 10 — 0, 14.28. 
Unghiul dintre douá curbe este dat de unghiul dintre tangente in punctul lor de intersectie. 
Punctele lor comune sint (3, 2) şi B(1, —2), m = y' = —f; TM, tg 0 = (m, — mj): (1 + 
+ m,m,. În A se deduce 0 = 45°, iar in B, tg 0 = —5:7. 14.29. a, = 2m* — 1, b= 
= m — 2, c = l — m, 1° eliminám pe m intrea sib, a+1 = 2(b4-2)? o parabolă. 2°r? = 
=a? + b? — c, Sy = 1 = 72-2, 4m! — 3m — 3m — 46 = 0, m= 2. 14.30. 1° x=m—3, 
y = —2(2m? — 1), y = —43? — 24x — 34, parabolă; 2° x= X, y = (14 y2)« + 1, 
dreapta y = (1 + Y2)x + 1. 1431. 22 + y — (a — 2)x — («—2) y = 0, y = s. 14.32. 


, . y 1 + cos a 
Virfurile sint (2a, —3a), (—a, 0), (0, a), x — 2y = 0. 14.83. 1° x = ‚y= 


2 
1 + sin a 3 
= m Fu de unde cos a = 2x — 1, sina = —(2y + 1), 2-1? + (2y+1)? = 1, 


cu ecuatia data, = k, œ = 4k +3, B = —3k — 4 etc. 


= 1, y} = 


X cos a+y sin a—r=0, TI» =7, y = 
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cerc. 2° Puterea originii față de cerc este negativă = —1. 14.34. 1? A(a, 0), B(0, 2), 
C(a, 22), (BC), a(y — 3) = Ax, (OL), Ay = —ax; locul este 12 + y? + ax = 0, etc. 


=== 1 1 
14.35. Se elimină m între y = mx r V1 + m: por Vises: 
m m 


# + y? — 2r? = 0, 14.36. Un cerc cu centrul in mijlocul lui AC, unde C este centrul 
e : 
cercului dat gi de raza re 14.37. Traiectoria, in continuare, va fi dup& tangenta la 


cerc in acel punct, adică 4x — 3y +2=0. 14.38. A(r, 0), B(—r, 0), ecuaţia cercului 
este 1? + y2 — y2 = 0, secanta variabilă x = 2, rezultă Pla, V=), Q(, —yrn— X) : 
a? — y? — r? = 0 hiperbolă echilateră. 14.39. (D,)y = tg æ - (x + 1), (D)y=tg2« - 
- (x — a), dar tg 2« = 2 tg a: (1 — tg? a), se eliminá tga, găsim y = 0 gi xt + y? — 
— 2ax — 2a — 1 = 0, y = 0 cind « = nr cu n =0,1,...; 22 AM = AB = ja + 11. 
Perpendiculara cerută are ecuaţia x + my — 1 — 2a = 0, punctul fix F(2a + 1, 0). 


(a + 1?*m Z RER 

3° S= em unde m=tg a. 14.40. P(a, 0), y 22, M(yr-—x, 1), N(—Vr:—», >), 

m A 

A ee LL — 

MP: + NP = 2041) 2° s=- MN. s= AVIZ, Mor s= 0, 
22Yr? — MB 

tgu = Ed Adal , tgu = 1:4, u = 14?2'10". 14.41. Se ia Ox continind AB şi Oy 
a — r? + 233 


pe CD; a= xAOM, atunci XABM = x (BM) y — tg = (x +), bisectoarea un- 
T a [4 a 
ghiului MOC face cu Ox unghiul 7 + r $i are ecuafia x1 — tg =) = [ + tg =) x, 


Eliminind tg Fi se obține x* + y? + r(x — y). 14.42. Luäm axa Ox să treacă prin 
punctul fix A(a, 0), 0 in centrul cercului 4? + y? — r? = 0 si y = mix — a), eliminind 


x 
y se deduce (1 + m?)x* — 2am*x + adm? — r? = 0. Mijlocul coardei M are x = 22 2 
3 


m 
deci x = ipe , înlocuind aici m cu y: (x — a) se deduce locul x? + y? — ax = 0. 
m 


14.43. Se imparte cu 3600, a=12, b —5, c = V119, e = c:a. 14.44. F(4, 0), F,(—4, 0). 
1445. n = 4 V10; 1446. 2z--3y — 12 5 0, bx Fay J- ab V2 50. 1447. y= 
= mă 4 Vam? p D, a=3, b=Y2; y=3, y (7:12 --9:4. Sau y —4— 
= Mx — 3). 14.48. y = 442. 14.49. A(a,0), B(0,b). 14.60. a? + 49? — 100 = 0. 
14.51. Se scrie că tangenta într-un punct My(*o, yo) reprezintă aceeaşi dreaptă cu cea 
dată, xy = a Va: Va + b, yo — b Vb: Va + b. Perpendiculara din origine y = Ya: bx; 
A[Va(a + 5), 0], B[0, Vb(a + dy], db Vs. a V; n -) 14.52. ++2y —4=0. 
14.54. F(c, 0), F,(—e, 0), y = mx + Vam Fò, FM. FM = b, hiperbolá FM, - 
FM = —b*. 14.55. Ex. prec. y = mx + Yami + b, F(c,0), my+x—c=0 s 
elimină m obfinind 4? + y? — a? = 0. 14.56. Se utilizează ecuaţiile parametrice x = 
= acost, y = bsini. 14.57. a*x? + (1 3 a)? y? — a*(1 — a = 0. 14.58. a = 4, b = 3, 


3 = 
c = 5, asimptotele ja, AE 14.59. 22:16 — 92:9 —1—0, 3x y2- 
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— 4y —12 = 0; 3x V3 — 4y /2— 12 = 0; 14.60. 1° a = 2, b = V5, c=3, 5 — 
- 2% -10=0; 2° 3—35 —12—0; 1461. 32 —25 —6 —0. 14.63. z= 
= —(1 — sin a): cos a, yo = —(1+sina):cosa; 1464.  —2—0, x +y-—1=0. 


5 
14.65. 162° — 25y* — 400 = 0. 14.66. 42° — y? — 64 = 0, Ma(5, 6). 14.67. y = 2 7+4; 


14.69. m <9 elipse de focare (+c, 0), e? = 16; 9 <m « 25 hiperbole cu aceleaşi 
focare; m > 25 nimic. 14.70. 2 — y? = at, d? = #3 + y}. 14.71. y = mx + Y atm? — bi, 
s = ab. 14.72. y = mx +n, (# + %):2 = atmn: (b? — a!m?). 14.73. Vezi Ex. 14.35. 


Rapa, A+ oyr—afr— d$ x= — 2 . 14.74. M(2, 0), N(0, u), Au = 242, 


2xy = k*, hiperbolă echilateră raportată la asimptotele ei ca axe de coordonate. 14.75. 
Mia, y), a — 37? — 3 = 0. 1448. dix? — aty? — ab? = 0. 14.79. 1° p:2 —2, y? = 
= 4x; 2° = 2, y? = 4x; 3° y? = 5x. 14.80. Două tangente, x + 8y + 4 = 0; 14.81. 
Tangentä in T(1, —2). 14.82. x—y+1=0, x+y—3=0. 14.83. p = 8. 14.84. 
—y+1=0, x — 4y — 16 = 0. 14.86. Se iau abscisele a, b, c. 14.07. A si B de 
abscise a gi b. 14.88. 2y? + px — 0. 14.90. x = a — 2b. 14,93. y = ma, A(2a : mt, 
2a: m), B(2b: m*, 2b: m), mix — 2my — 2a = 0 gi mix — 2my — 2b = 0 evident paralele. 
2 


—— 2 — 
14.94. 1° A(a, V2pa), Aa, — y 2pa), B E A J ‚S= y 2pa (5 — a) o parabo- 
1% cu axa de simetrie OS, cu virful in (o, —a y 2pa). 2° Coordonatele centrului de 


B? 
a+ a+ — a aT 
2 4ap + P? 2pa — V2 
greutate x = 3 pate YY Vi a E, eliminind 
: 2p 2a 
pe ß intre aceste expresii obfinem y* = 3 r— ar o parabolä cu axa de simetrie 


2a 
Ox, virful in (3. Ji 


XV 


15.1. X + 3Y + 3 = 0. 15.2. A'(2, 1), B'(—2, —1), C'(—2:5, —11:5). Se inlocu- 
ieşte sin « si cos a din formule în funcţie de tga, sina = 3:5 şi cosa = 4:5. 15.3. 
Ínlocuind x = x, + X cos a — Ysin a, y = yo + X sin a + Y cos a se obține (cos a — 
— sin a) X — (sin a + cos a)Y + % — yo — 2 = 0. Rezultă cosa — sina = 0 şi xy — 
— yo — 2 = 0, deci a = 45° şi originea nouă poate fi orice punct al dreptei date. 15.4. 
a == 45°; 15.5. Se deduce ecuaţia 2 sina + 5 sin a cos a — 3 costa = 0, care dá tg a, = 


1 
= 7 S ga =-3, a = 26°88 şi oa = — 71°34’, 15.6. k=ab—c; 15.7. x, = 
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X, cos «— Yısin a, y,=X,sin «+Y cos a, %3=X,cos « ... 15,8. Inlocuind +,=X,cos « — 
— Y,sin « etc, determinantul se descompune într-un produs de doi determinanti, al 
2-lea și unul trigonometric egal cu 1. 15.9. x = 0, 3x — 5y = 0; 15.10. x = 1, x = 2; 
15.11. 1 = y, x = 2y, 15.12. (x 4 2y)? = 0; 1513. x — y = 0, 2x + 5y = 0; 15,14, 
z+y=0, 3x+ y 50; 15.15. O(x = 0, y — 0). 15.16. drepte imaginare. 15.17. 


(x = 1)? + (9 = 2} =] =0; 0,19), a= 2b = 2, FU +23, 2), F.(1 —2V3, 2). 


312 212 

[++ 3 b- 3 " 3 2 

15.19. SO —1=0, 0, ==, 
9 4 | 2'3 


> a = 3, b = 2. 15.20, 


d 

0,{- `, E , a=2, b=3; 15.21. 0,(—2, 1), a = 3, b = V7; 15.22, (y — 5)2= e(x4- 
+1), Y? =6X; 15.23. (2% + 1 — 3(1 — y), X? = 3Y ; 15.24. (2x + 12 — (y — 2)? = 
= 0, 2x — y -3—0,2x + y — 1 = 0; 15,25, Un punct (1:2, —2). 15.26.Metoda 
l-a. Se rezolvă in raport cu x ecuația x*--(4y—1)z--3y3—y 50, x= —3y-+1 $i x ——y. 
Metoda 2-a. Se identifică cu produsul (ax-+5y+c)(a,x-+5,y-+c,). 15.27. (x-- 1)? 4- y3— 
=0, x + 1 = +iy, drepte imaginare. 15.28. x — y + 4=0, r—y+2=0; 15.29. 2x — 
—=y+3=0,x+y-—5=0; 1530. 2 dr. con- 
fundate x — 2y + 3 = 0. 15.31. 2 -y —1— 0, 
2x + y— 5 = 0. 15.32. x + y +2 = 0, 
x+y-a=0; 15.33. x —ay 20, x —ay — 
—1=0; 15.34. A=0;m=1,2x+y+1=0, 
2x -y —120; 15.35. A=0; m =0, x =0, 
*+y—2=0; m=-2 x—2, x. -y 0; 
15.36. A = 0, m, = 0 si Ma = —2; 15.37. A = 
= 0, m, — 0, m = 1, m = —2 15.38. m = 

n = —2 şi m= —13:6, n = —2; 15.39. A= 
= (2 — m): 2, m = 0, 2 —y=0,%-y+1= 


1 
= 0, tg Y = 7, 01, 2). 15.40. A = —81, è= 9, 


elipsă f^ — 0, f^ — 0 dá 0# = L yo = l), A: 
:8 = —9, tg2a = o, «a -— n:4; s, +5, = 10, 
8$, — $4, 5 8, s,=9, s= 1, X?-- Y3:9—1—0 
(fig. 15.40) 15.41. A = —128, 8 = —16, hiper- 
bola; f? = 0, f,=0 dau r=1l, yp=2; A: 
: 8 = Cu, +Dy+F=8; X? — 4Y* — 4 — 0, 
a=2,b=1, tga=3 si tga — —1:3 axele 
3x — y —1— 0 şi x--3y — 7 — 0, (fig. 15.41) 
1 


15.42, A#0, 5=0, parabolă; tg a= — 2' 

. 1 2 , 

sina = — ——,cosa-— ——,cux-x cosa — 
v5 5 


—y sina, y —x'siu « + y” cosa se deduce 5y’? + 
+ V5» — 1:0. fnlocuind aid x = x) +X, 
y =o +Y obținem 5Y* T Y5X + 10y,Y + 


+ 579 + V5x, — 1 0, yo = 0, x, = mE Y 


ys" 


Fig. 15.41 
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5 
ES 5X (fig. 15. 42). 15.43. A#0, 5>0 


elipsă O,(2 V5, —2 V5), X? + 2Y? — 60 — 0; 
15.44. 8>0, tg 2a = —2, 0,(2a, 3a), Xt: a+ 
+ Y?:8—1=0, unde a = 2a?: (3 — V5), B= 
= 20°: (3 + V5) ; 15.45. Oo(—1, 1), tg2a = 3:4, 
tga = 1:3, s —5:2, s =-—5:2; A: 3 = 12. 
15.46. A= —64, 8—8 0, elipsă, 0,(2, —1), 
tg2« = ©, a — 1:4, Xt--2Y3 — 4 — 0. 15.47. 
8—0, S, 20, s = —5, 4X* — Y? - 4 —0; 
15.49. 3 = 0, V(—4:25, —3:25), Y? - 4X — 0. 
1549. 3—0,a = 45*, V (2:12, — 1:36 V2). 
15.50. 1° 2 + 2xy — 3x + my (y — 1) = 0, din 
x(x + 2y — 3) = 0, y(y — 1) = 0 se deduc puncte- 
le fixe O(0, 0), A(3, 0), B(0, 1), CU, 1); 2° Avem Fig. 15.42 


A=-— (m+9), A=0 pentru m=0 si 


atunci x = 0, x + 2y 8 0; m= —3, you, x --38y —83—0; 32 8— m — 1, 
m € (— œ, 1) — {—3, 0} hiperbole, m = 1 parabole, m € (1, œ) elipse; 4°4 + C = 
=0, m = —1; 50 (z + y} — 32 — y = 0, (x + y + n)? — (3 + Qn) x — (1 +2n)y — 
— n? = 0, dreptele x --y --5 —0 si (3 + 20)x + (1-- 2n)y -- »* — 0. sint perp. 
pentru n = —1, axa x +y—-1=0, tg în vif x —y -- 1— 0, V(0, 1), focarul 
F(1:8, 7:8), 2Y? = V2X; 6° 3x —y — 0. 1551. 1° A = (n — 3) (3n — 7), 8— 
= (m + 1)(m — 4) etc. ; 2° Se elimină m între mx + 2y + 5 = 0 si 2x + (m — 3)y = 0, 
găsim 24? — 3xy — 2y? — 5y = 0, hiperbolá echilateră. 15.52. 1° Se înlocuieşte x = 3 
siy = 1in f, = 0, f; = 0, găsim a= —5, b= —5, 2° y=0 în at — ay  4y* — 
— 5x — 5y +c — 0 cu x, = za dá c = 25:4, T(5:2,0), elipse. 3° inlocuim y = mx 
în ecuaţie gi cu x, = x, se deduce m, = 0, m, = 1. 15,53. Se elimină m între f; = 0 
şi f, — 0; xt — xy — x + 2y — 0, hiperbolá, »+5y+1=0. 15.54 (1,1), (19:7, 
—1:7); x—y = 0, x — 2y — 3 = 0. 15.55. 3x + 2y — 9 = 0, (3, 0), (91:9, —32:3). 


3 
15.56. Se inlocuieste y — — 3 x+n; xc % 15.57. y = —3 + m(x — 1), 1, = a 


15.58. xy +x+y-—1=0, hip. echilaterá; ++ 2y + 7=0. 15.59, 418 + 3xy + 
+ y — 8x —4y 4-4 — 0. 15.60. f(x, y) = (x — yz + y — 1) + Mr — 0o — 1) =0. 
Eliminind pe à între /7 = 0 şi f, = 0 se obţine cercul 27% + 2y? — 3x — 3y + 2=0. 
15.61. x; = yg = a; se ia x? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey = 0, x = a, y =a verifică 
Ji =0, fy =0, + ay + y? — Bax — Bay =0, X*:2a? + Ya: 6a? — 1=0. 15.62. 
322 + 10xy + 7y2 — 30x — 42y + 63 = 0 elipsă. 15.63. Se scrie 27:0 =... gi 2y: b 
gi se saoi ; hiperbolá. inp + y? — 2ax = 0; 15.65. cerc, (x — 2)? + (y — 3)? = 2; 


x 2 
15.66. T ao Ry QUE 2 a dl 15.72. 0— 7:3; 15.73. p = —2:sin 0; 
a! ab b? 


15.74. p = +2; 15.75. p = asin 0; 15.76. p? sin 20 = 2k; 15.77. p? cos 20 = a?. 15.79. 
p? — 2(a cos 0 + b sin 0)p+ c=0. 15.80. x,=p, cos 0,, y,=p, sin 0, etc. P = (xx)! + 
+ (Ya — y), MM, = V3. 15.81. 1? (1 — et)a3 + y? + 2petz — ept = 0, conică; 2° 
(12 + y2)? = a(x — y?), lemniscatä. 15.82. Un semicerc cu diametru egal cu P: 
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XVI 


— -> 
HE 1° ene GB + GC = 26b, GA = -26b; 2° OA = = 06 + GA, OB = 06 + 


der si 06 = OG + Ge. 16.3. MA = MI+1A etc. 165. OM = —2i + 37 + 47; 
AB= Ge )i + ehe 8j + TR. 16.6. Existä trei numere a, b, c astfel ca av, + 
+ bv, + cv, = 0, se deduce sistemul a + 2b + 3c = 0, 2a — b — 4c — 0, asp 25 
+70 =0, a= -l, b = 2, eer Sau se serie că produsul mixt este nul. 167. v = 
= -8 + 117 + BE; 16.8. v, + 0, = 3i + Gh, paralel cu planul xOz, n — n = EE 
+4, paralel cu planul x0y. 16.9. x = 1, y = 1; 16.10. 1° 2 = m, —1 = —1,3=3 
decim = 2; 2° => = 1,m=2. 16.11. Fiev = zi + yj + eh, X = y = v cos 60°= 


1 Vă > l > > -> 
E ln Eo 8 deci v = z ood 12: Y = 45°, y= 
RO = 
= 135°; vers v= Zi +j + V2k). 16.12. x = 3a3:a V2; 16.13. Fa — =, —4 


si 6; I? 4, si mea 16.14. Se rezolvá SIC [an funcție de i 7. E. 16.15. AB = 
zu cH 8 DO 34 +2 &, AB = DC deci ABCD este un paralelogram. 
Apoi că AB - AD — 0 deci AB | AD. 1616. r= A+ f1— f facon a, a = 120°. 
16.17, y = [2a + 3|. 16.18. v) + 40}. 16.19, 1. 16.20, AB = 649, AC = + 


+ 6k, BC =-—6 + 6k. 1° AB = AC = BC =6Y2; 2° JABC= «X BCA = 
= x BAC = 60° 16.21. d, = 1 — 5n, dy = —3m + 6n, d, = —2 + 4m; 1° dy = 0, 


d,—0, m — 1:2, n 1:4; 2° d; = dy = d, îm = 28:59, n = 13:59. 16.22. o > 
ee 2(— 1) + (> —3)2 + 1(—1) = —9 16.23. v - w = 0. 16.24. v = V9 + 16 + 144 = 


v 32 4-2 122 y2 
= 13, vers v= — => $4 — j 4 — B; 16.25. AB = 13; 16.26. cosa = ———> 
v 13 13 13 2 


- 


a = 1350, cos B= —1:6. 16,27. v,:04=0, m=1. 16.30. vo = v n= 
= P = 1.9. oim v 1 2— V, zm |. «UY. 1% — ic PYV = 
v 


=~ - 2 =~ = -> > -— 
= Vara, Viva = —6, Prov, = — V6. 1631. —4; 16.82. 5. 16.33. 2i — j +h; 
ON ^ 
16.34. B», X 9 = _—202i + 3 +2); 16.35. Y35w ; (4 + 5 + 35): V35. 16.37. 
— — 
(04, Va, 0) = 0 şi 100, — n — 30, = 0; eer 25; 16.38. vu. (9, x v) = 0, m = —2, 


m=1 echipolenfi. 16.39. m = 2; 16.40. mae (o, x v,) 0; Se adună elementelor 
coloanelor la prima. 16.41. a — +b. 16.42. 1, —1, —1, Um 16.43. V = 540; s= 


=7V3:24%, 1644. V = 4:87, 1645. V — 0. 16.46. v, x v, — -—31i + 57 — 20%, 


n, X (0 x v) = 283 — 737 — 57h. 1547: (4 — dX (b) caxb-axccdx 
- = — - — — -> = 
xb4dxc-axb—axe4bxd—exde 0. 16.48. a x c. 16.49. (a — b) x 
- -— - => = - — - > -— - = = ~ 
x(a+b)=axa—bxataxb—bxb=2axb), căci a xa=0 etc. sau se 
— > = > = > - >> > > > 
ia a = xi + yj t zik, b = xá + Yaj + zak, a+b=..., etc. 16.50. Dina x b 
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arp ae 


= = = - > — 
=bxe deducem a X b +c x b = (a + c) x b = 0 adică b = «(a + c) unde a este 
> >» = + > => >) > > > > 
un scalar. Rämine e(a 4- e) X e —c x a, «a Xc-Facxce-cxa; cxc=0, 
> > = 


wa X € — c X a deci el atunci B= —(a +4, a+b+o=0. Reciproca. ae 
plificäm vectorial a + E +e c=0 cub, apoi cuc etc. 16.54. În cere cu v= l, OP = 
= i cosa + sina, | 00 = î cos b+ jsinb se face prod. scalar si vectorial si (OP)? = 1. 
16.55. a= + yj + rh, Ba wi tyit rk (x2 + y2 + 22) (^8 + y^3 + 22) — (2x + 
+ yy’ + zh = (xy! — yx + (ys! — ay’)? q (er — my - 


XVII 


17.1. V6; 17.4. M,(7:2, 5:2, — 15:2), M,(13:3, 2:3, 8: 3). 17.5. xg = (%1 + 


—3 —2 
+ X; + % + %):4 etc. 17.6. 4x + 2y + 8s — 37 = 0. 17.7. 1° = TT 2 -= 
„srl 3 +4 2 — 23 =143% ^ y-3 
Sig Ts = 3 z= ~, S. = = 


= JA 3. 17.9. (4 +2):2 = — 1, (—7 4- ) :2 = —2, A'(— 6, 3, — 5). 17.10. 


us y25—2;222; C'(9, 10, — 12), X = —2. 17.11. 44 — % = 3, ya — Yı = 
= 4, 29 — 2, = 0. 17.18. Parametri directori : ai dreptelor P,P, şi P,P, sint pro- 
portionali. 17.14. AB = — — — 2j — 3k, IAB] = 7; cosa = — 6:7, cos B =—2:7, 


cos y = — 3:7, pentru AC, cos a’ = — 1:3, cos f/— —2:3, cos y’=— 2:3; cos a + 
+ cos a’ = — 25: 21 etc. Un sistem de parametri directori 25, 20, 23. 17.15. G(3, 2, — 2). 


17.16, —— = ——— = => 17.17. Fie (1, m, n) direcția căutată, trebuie ca 


21 —m-- 9n 250, — 3l 4+ 4m -- 2n — 0, se duce l: — 14 = n: — 13 — »:5, luăm 
(14, 13, —15). 17.18. a3— 1, b=1, c=0; a,—1, b=0,c,=1, co$59 — 1:2. 
17.19. AA: aa = Xy — 2; = 3, b = —8,0, 4; 4,4,:a4, = 2, etc, 4,47 + 
+ biba + 6,64 = 0. 17.20. 1. — 5:4; (5, 7, 6). 17.21. 8x + y — 26z + 6 = 0. 17.22. 
x — 3y — 2z = 0. 17.23. A = 2, P(2, 3, 4), x — 2y + z = 0.17.24. — 3(x + 3) + 2(y — 
— 2) + 6(x — 6 = 0; 17.25. 2(x — 1) — (y + 2) + 3(z — 3) = 0. 17.26. Normala la 
plan si cu dreapta dată sint paralele, deci 2(x — 1) + 3(y + 2) — 2(z + 3) = 0, 2x + 
+ 3y — 2x — 2 = 0. 17.27. Fie (m, ma, ms) un sistem de parametri directori, avem 
am, + (a + 1)m, + (a + 2)m, — 0, am, + (a — 1m + (a — 2)m4 — 0. Se deduce 
m, = — 2a, m, = 4a, m, = — 2a sau m, = 1, m, = —2, m, = 1. 2° (xy —a):a— 
= (y — a + 1): (a + 1) = (z — 1: a) : (a + 2) etc. 17.28. Se egaleazá cu à rapoartele 
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C(—1, 3, 1), 1 + 2y — 5z = 0. 17.29. 19x — 13y + 4z + 

+ 19 = 0. 17.30. Plan care trece prin A si perpendicular 
7 2 2 

ELL e-94 


2 3 ' 
+ 2(9 — 3) + 3(z — 1) = 0, 16—7—2) 4 ... = 0, 
t=2, A'(— 5, 2, 4). 17.31. (1, 2, 2). 17.32. Piciorul 
perpendicularei din M pe plan este M,(— 1, — 1, 5), 
M(x, y, 2), (4D: 2= —1, x» = — 3, y=0, 
z= 7. 17.33. d— 1. 17.34. h=3; 17.35. 1:26; 
17.36. x—3y+4z+6=0, 3x -y —6— 0. 17.37. 
192% + y — 4 + Ay + 22) = 0, 2x + (1+ Ay + 222 — 


pe dreapta, 


2c (—4-0; 2° A= 4; 1738. P(3,5,7). 17.39. x = 2 + 
+ 3a, y = — 2 — 3, etc. verifică ecuaţia planului. 17.40. 
Fig. 17.67 Pi + AP, = 0, 5x + y — 2z = 0. 17.41. x= z — 1, y = 


= 2z — 1, m = 3. 17.42. 2D, — 3D, = 0. 17.43. concu- 

rente (1, 1, 1). 17.44. P 4+ 1P,=0, 6% — 3y + 2z — 

— 1— 0, 2x + 4y = 0; 2° ecuația planului conținînd Ox este y — mz = 0 se deduce 
m=(4%—3):2 deci 2y—(4a—3)z=0. 17.45. cos V—1:2, V=60°. 17.46.2-m—1—m=0, 
m=1. 17.47. 1? planele z— —a si x=a, 2° planele x=0 si x+y—22=0; 3° punctul (2, 
1,0), 4° două plane; 17.48. (2x + y) — (z — 3)2 = 0, 2x +y—24+3=0, 2x -y 
+ z — 3 = 0. 17.49, 233 + y? + 22 — 4x + 6y — 22 + 10 = 0. 17.50. a3 -+ y2 4 22 — 6x + 
+ 4z — 36 = 0. 17.61. Centru (3, 1, — 1), r = V14; 17.52. y = 10: V14; (x — 1% + 
+ (y + 2) + (z — 3) = 50:7; 17.53. Centru (2, — 3, 1), r=d=2. 17.54. C(—1, 
2, — 3), r = 4 V2, d de la plan Clapland=4Y2=r. Punct de tangenţă T(3, 
2, 1). 17.55. s, — 4s, = 0. 17.56. Planul radical 2x + 3y — 5z — 1 = 0 trece prin 
$25 

centrul sferei a 2-a. 17.57. Elipsoid a = 3, b —2, c — 1; 17.58. (+ + 7) = 


Lp EJ. : i 1 1 
= Ya + | 2 a hiperboloid cu o pinzá cu centru in [- 3 —, 


= ‚a=b=c=1:2. 17.59. hiperboloid cu 2 pinze; 17.60. paraboloid eliptic p = 9, 


1 1 
q =4 17.61. paraboloid hiperbolic; 17.62. x? + P (y + 2)?— Pi (y — 2)? = 1, hiper- 


boloid cu o pinzá ; 17.63. cilindru eliptic cu gen. paralele cu Oz; 17.64. cilindru hip. cu 
gen. paralele cu Ox. 17.65. con eliptic cu virful in C. 17.66. con hiper. cu virful in O. 
IM Vx ; 
17.67. tg a = OM = u.a , + y! — z*tg*a = O, (fig. 17.76) Deci o ecuaţie de 
zZz 

forma x? + y? — k?z? = 0 reprezintă un con de rotație în jurul axei Oz cu vîrful in 
origine. Iar ecuația 4? + y? — (z — hk)k? = 0, con de rotație in jurul lui Oz cu vîrful in 
V(0, O, h). 17.68. 12? + y? + z2 — k?(z — 3) = 0, k = Y 14. 17.69. Raza sferei este y = 
=2, 14 +47 —4=(, 
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XVIII 


3 
—À 4 —— 4 
18.1. V a= 4; y V9 + Ci 182. 1:V#=x 7; gV“ + Ci 183. — 9: 
3 7 11 8 5 
2 2, 3 3,2,3 
ix + 1210r 4 4x4 C; 184. 21% — 2% + C; 188 =x* +a +a + 
3 7 1 8 5 
2 
3 y 9 $5,9,5,5.1 
t€ +6 18.6. diy als TIE - tC 18.72. — 43 — — + 


1 re 
— 5# — 4in|2x — 1| +C; 188. (24 37 + 4) + C; 189. — v3 —2* +C; 
18.10. — VTZ +C; 1811. Vx? 2x — 8 - C; 18.12, 2Ysin ¡+ C; 18.13. 


eost EN RE 
2y —34 C; 184,3 V33 c 5x — 2 - C; 18.15. > Vx — IP + C; 18.16. 
n+l 


b) ” C; 18.17. 
ee + n—1 


1 n 


eln-0* 4 eFC; Zal x|-- C; 18.18. 
arc sin 4 + In (x + VIF”) + C două integrale. = x [|x| + C; 18.19. 
2 ru +a)[ltel[ + (1 —2)Il—z1] + C; 18.20. > In + 34) + C; 18.21. 
ap +1j+C; 18.22. — HL + 3 cosz| + C; 18.23.— [++ zm 
+C; 18.24. + 3 — x+ arc tg x-- C; 18.25. 2*: In2+C; 19.26. = (ns + 
4-C; 18.27. 2% — = zYxz +C, se amplifică cu conjugata numitorului. 18.28. 
arc sin x + V1 — 3», f(x) =(1—*):V1 — #4. 18.29. —1 sinnti x + C; 18.30. 
= = cos Zax + C sau — = cos ax + Ci; «540. 1831. — In|cos #| + C; 18.32. 
tg x — x + C, sin? x = 1 — cos? x ; 18.33. -7 In| cos 2¥|+C; tg 2x 5 ...; 1834. 
| — la| cos {= + Z | +C; sin x —cosx4-C; cos 2x ...; 18.35. tg # + > x TC; 
18.36. —ctgx—tgx+C; 18.37. —2 ctg 2x--C, sin*x cos? x — n 2x; 18.98. —ctg x+ 


x x 1 
+cos x--C; 18.39. €. +C, 1--cos x—2 cos? F3 . 18.40. ri tg* x4-C ; 18.41. (cos? 2x — 


1 1 1 1 
— sin? 2x)? — cos? 4x = P (1-++cos 8%); I= 2* + Tin 8x--C ; 18.42, x + "i cos 4x--C ; 
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1 
1 — I 
18.43. cos — + C; 18.44. —e* + C; 18.45. —e2%8* 4 C; 18.46, ; sin (2e** — 1) -C; 
Ed 


18.47. tg (22? — 3); 18.49. — ctg (a — bx) + C; 18.49. > inja — bcos x| + C; 
18.50. In|x + sin z| + C; 18.51. e874 C: 18.52, = arctg P sinz) + C; 18.53. 
-atteis + C; 18.54. arcsin e* + C; 18.55. —cos et + C; 18.56. 5 (arctg x)*-- C ; 
18.57. = arcsin x2? -+ C; 18.58. = are sin 2x + C; 18.59. In l+Ix|+C; 18.60. 


2 


InJarc tg x| + C; 18.61. 1 + 2z =i, dx = = a, = (9 — 12x + 20381 + 293 + C; 
. 


8 Y 5 5 
18.62, 222 — 3 = £, ie (2% — 3)? + C; 18.63. 2 + #8 = 4, „dr = y du; 1s ^ + 
2 3 
+C; 18.64. 2 —1 = 1, 15 O* + d — 1)” SOC; 18.65, 2-1 =u, adu = utdu, 


2 
se amplifică cu x93, I = y arcte Ya — 1; 18.66. x = at, dx = adi, I = arc sin Č + 


T — 
+ C; 18.67. x = Vie y? arc tg g 7) 1868, x = Vi. 


wen Y Lago; 18.69. — = In (9 — 2x - 5) + are tg 
+ 5 = (7 — 194 4, 2150 etc. 18.70. ml 8 4+ VF) +c, a — 
— 64 + 14 = (x —3)24 5,  —3 = Vt, etc: 18,71. arc sin vs 2 C6 1 + 4z — 
— a = 5 — (x —2h, x — 2 = V5t; 1872. arc sin (In 3) + C; lnx =u etc. 18.73. 
—3 cos Vx + C, x = 5; 19.74. lern E +aya =a) +0; evident a > 0, 


3 
— 1 
4 = Vasint etc. 18.75. 4 — x = i, dz = xtxdx, I = xt — 3 4 — a2. ; 10.76. 


lc; avem x? — 2x + 


2yx 2 me T C, x —2 = f, 18.77. s Ing, dv=dx, u = 1: x, 
1 

U= %; xlnx— z- C; 18.78. Z+ arctgr — x +C; u = arc tg x; 18.79. 

1 

7er -De#+c; u = e%, dy = xdx; 18,80. xsinx + cosg +C; u= x, du = 


3 
2 3. 5 
= cos xdx; 18.81. s^ In — + C; u = ln x, dv-xdx; 18.82. (a sin bx—b cos bx)ea* : 
e 
; (a? + b) + C; 18.83. V1 + x are tg x — In (x + VI +29), ux=arc tg x; 18.94. 


- 
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E DIM x 1 1 
— 2 VÀ #aresin 7 AVE +C; i arc ali 18.85. 7 6^ + q MLACT 


1 EE 
+ = cos 2x-- C; 2cos*x = 14 cos2z; 18.86. 2 (x V2? +a + a? In (x + + a*)|+ 


1. n 
+C, u= Ya? 4a; 18.87. I, = — greas — — T4 4; a0. 18.88. Ja=x(02)”—n]n-1 
« a 


18.89. Ky = — LL X cos x + == Ip-2 sin? x = sinh-l x sin y; 18.90. Ln = 
= : tg*-lx — Eds: 18.91. —* — | tee + C; 18.92. x9 —1, ar 
n—1 2 +1 12 
inl 21| c; 100 1i] 422 40, 85 107 — 3 = (2% — 3)(4x + 1); 
x 14 4x + 1 
18.94. In vate + - C; 18.95. 54—Inx*(x—2)? (--2)*-- C ; 18.96. iai ii 
Să — 1} 8(x-4- 1)(x—1)* 
md VER er 18.97. La im(1 + #4) — 2 are tg + C, na 
16 x+1 2 2 2 
Re | c; 10100. qa |- 
a —1 2(x + 1) x41 4 x41 
m arc tg x + C ; 18.101. 2: ea + C; 18.102. p Te em 
2 (x + 3) 
1 (x — 1)* 
+ C; 18.103. -7 EP Maei EL i 21n|z + l|] -F C; 18.104. cu T = 
x—1 


© l fl 
EM m cs 405, Z = — ax? Spe a 1 
4 x1 2 arctg »; 18.105. I 2 ax? + bx + AG a) In (1 + 1.+ 


+(d—bjarctgr+C, c=a, d=b. 18.106. NN. a=2:5, b= —1:8, 


3 1 2 
c = —3:5. 18.107. quee ELI E DA es 18.108. cos x = 4, FM DES 


1 2 1 
— — 45 + C; 18.109. tg x — + C, cos x = 4; 18.110. —1: sin x; 18.111. — «ë — 
5 cosx 5 


-7 w +C, u = sin x; 19.112. cos x = l? ; 18.113. sin? y cost x = (sin x cos 4)? cos? y= 


1 1 1 1 1 
= — sin? 2x(1 cos 2x), I = —x — sin? 2y — — sin 4 C; 18.114. — tgz — 
8 A seem ¿ge 


—=tgr+x+C; 18.115. tg x + — te X + C; 18.116. Se imparte cu cos? x, tgx = f, 


ı ¢-17 1 2t + i 1 : _ 
Ga iri V3 arc tg —7=— "E hauc ee Ai 


1 2 tg 
+ C, cos x = u; 19.118. vo —— are tg —— Vi de C; 18.119. Se imparte cu cos x, I= 
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12 5 x x 
= — Xx — — ln (2sin x 3 cos C; 18.120. In [tg — — 5|: Ite = -3 C. 
CEPI + 8 eos a) + te 5 5): (ts 5-9) + 


Ed 
tg +1 
in = po erie Age da I: C; 18.122 
= ——— —, cos ¥ = ————, t= tg —; 18.121. — arc tg ————— ; 18.122. 
ud IET er 82 fe x4 € 


x 1 1 1 
—410(te Pro 18.123, — ug ir a cos dat: C; 10.124. p mu 


+ Š sinss +C; 18.125. e^ = 4, x = Int; e? + In(e* — 1) + C; EDS A 
+6; 19.127. arc tg e* + în [e*: (e + 1)] + C; 18.128, e + 1 = £2; 18.129. In x = £ 
VRR + c; 18.130. —1:(+Inx) + C; 18.131. In z = 4, ? — 313 + 6t — 6) et + 
+C; ES iaa: gne) ln z +C; 18.133. x = 5; x —2 Vx + 21n(Vz + 1)4 


+ C; 18.134. — Il YF — a 1V + Ye am 41) +6; 18.135. + = 


x CER ET 
= #18; 18.136. x + 2 = #; 18.137. 2 arc sin "E — y2x — a+ C;x:(2-— x) = £; 


ERES 2 1 E 
18.138. a=2>0, V233--x —3 = V2z +t; -yghü - 22) +0; 18.139. 
Se ner a ur n V=: + 5% —6 
a <0, 2, =3, x, 52, V(x — 3: (2 — 2) e aa y 18.140. x = 
1 x +1 2x -- 1 


+ C; 18.142, a>0, V3xix+1 = 


= Pi , arc cos + C; 18.141. arc sin 


v5 | 
zi ER = 
= V3x +1; 18.148. 5; 18,144. = (2/2 —1); 18.145. (19719 — 27):6; 18.146. 
1 
7:4; 18.147. arc tg 3 — arc tg 2 = arc tg 7! 18.148. 29:3; 18.149. 1:2; 18.150. 


HS 1771 

1:3; 18.151. 5/15; 18.152. 116: 15; 18.153. So 7? 18.154. 2:16; 18.185. 2; 
18.156. 2:6; 18.157. I = aV1— b! — bV1 =a, a= 0, b — 0, 1. 18.158. m; 18.159. 
EU [ +75): 18.160. 2/2 — 1n (3 — 2 V2); 18.161. 0; 18.162, 5:2 — 1; x= 


1 
=u, dv = cos x dx; 18.163. 1 — 2e-1; 18.164. —7; 18.165. 7i Inn; ; 18.166. 1:2 — 


— 1; 18.167. —2; 18.168. 7:4 — 1:2; 18.169. x —2; 18.170. (e* — 2):5; 18.171. 
8:21; 18.172. 2— x:2, e* — 1 — #2; 18.173. arctge — 1:4; 18.174. 1:2 — In2, 


sin x = 2£: (1 + 13) etc. 18.175. In(V2 + 1) — (2 — y), tu = 1: (V2 +1); 18.176. 


1 3+YVi3 | 
Va a5 sin ¥ = 2 sin?; sau se imparte cu cos x şi se pune gr=u etc. 


18.177. I, = 0 dacă n este par, I = 2n: (nt — 4) n impar; 18.178. K, = 1:2 pentru 
n —2, K4,— 0, n #2; 18.179. J„=r:2 pentru 1 —2 si J, — 0 pentru n = 2; 
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\ 
N 


y, 


18,180. z:4; 19.101.—18.182. cos mă cos ny = 3 [cos (m + n) + cos (m—n) x], 


N 


1 
sin ma sin nz = — [cos (m — n) x—cos (m + m 2]; T, = Ta = 0 man şi h=la= 


1 
= m, m =n; 18.183. 5:6; 18.184. arctg 7; se imparte cu costx, tg x =; 18.185. 1; 
18.186. p> 1, 1:(2 — 1) ab=1, p< 1 nu are sens; 19.187. 2; 18.188. x. 18.189. 
e2: 2; 18.190. 1 — 1n 2; 18.191. x; x = a cos? t + b sin? t; 18.192. 4 — 7, e — l= u; 
18.195. 5:6; 18.196. e + 1; 18.197. 13:2; 18.198. Se face schimbarea de variabilá 
Tr 
n= y > 18.202. Se ia P(x) = apr? + ar + aa% + Uy, a, + oy = 1; 0% = 1:6; 


18.203. Se deduce 9 < 10 — 1n2 < 9,5, evident cáci In 2 = 0,69314; 18.204. Se aplicá 
b 
(ro dx = (b—a)f(c), a<e< b. 18.205. In 2 = 0,69314 si ln 5 = 1,60943; 18.208. 


a 

Se descompune integrala in —a la 0 si 0 la a si f(x?) este funcţie pară; 18.209. Ca ex. 

precedent. 18.211. Dina = al + B, b = am + f se deduce a şi B, cum dx = adi. Pentru 

concluzie se pune x = a + (b — a) t. 19.212. 10 a” = 1: (n + 1); 18.213. Fie functia 
b 


F(x) = (f(*) — g(x) F evident F(x) >0 cu AG R. Deci si F(x) dx > 0, in con- 


a Leo, 


secinta 
b b 


b 
(rn ax - 22 (reat ar + m (mar >0 


trinom de gradul al 2-lea in 4, care trebuie sä fie pozitiv deci 
b b 


| (m g(x) af- (om dz (em dx « 0. 


a a 


1 
o dx 1 m 9,4159 
0 
2° Utilizim formulele de aproximare 
b . 
b—a 
(mar SF one ect el. (1 
a 
b 
b—a 
(jar oret eo 9 2) 
a 
f b 
— a (Jo t 
[jars S Peso oca] 6) 
a 
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Impärfim intervalul [0,1] in 10 pärfi 


x | 0 | 01] 0,2 | 03 0,4 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 | 1 


| 100 | 0,99 | os | 0.92 | 0,86 oso | 074 | 067 | 0,61 | 055 | 0,5 


1+ x 
Aplicind (1) avem 
1 
dx 1 
| = — [1 + 0,99 + 0,96 + 0,92 + ... + 0,61 + 0,55] = 0,81; 
1+ ~ 10 
0 
Cu formula (2) obtinem 


dx 1 
zz — [0,99 + 0,96 +... 0,55 + 0,50] = 0,76, 
| i+” ^ 10 [ + + + + ] 


| dx 1 ras 


z 0,99 + 0,96 + ... + 0,55} = 0,782. 
1+3 10 2 ui it $ gi | 


0 
Se observa cä (3) dä in acest caz, aproximarea cea mai bund. 
: x 


18.216. f (1 + 2)* dx = 


[(1 + x): — 1]. Alt mod 


n+1 
0 
(1 4- x)? — 14 Clx + ... + C$" de unde prin integrare 
x? 1 a xh+1 m 
—C == VES C 
s „+7 st en 


Se compară rezultatele si se face x = 1. 


XIX 


1 
19.1. s= | (111% dr=2: 3; 19.2. 1:3; 19.3. 9: 2; 19.4. 32:3; 19.5. (s v2 — 2):3; 


—1 
19.6. 9:2; 19.7. 43:3; 19.8. 2V3; 19.9. 9:16; 19.10. 1:2: 19.11. 8:3; 19.12. 
(17 — 126): 15; 19.13. 8; 19114. y 1, 5, = 4(4x — V8):3, y c 1, s, = 4(8n + 
+ V3):3; 19.15. 5:2 — 1; 19.16. 2: 19.17. 16:3; 19.18. 8; 19.19. 8:5; 19.20. 
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8:3; 19.21. In3; 19.22. In 2; 19.23. 2(2 — V?) — in 3(3 — 2V2); 19.24. s = x: 6; 


2 9 2 - 
¿-1 - etc, 19.25. 1; 19.26. — — Jg In 8; 19.27. le - 3] ar; 19.28. (2 Ve — 3):3; 


19.29. 2:19.80. 1 pi 19.31, 3 ad: 2; 19.82. 1 — +7 2 n2; 19.33. 1: 9; 19.34. 2 Ya — Yı = 
= sin y; 19.35. 1n 2; 19.36. 73:64 — ve 1087. s = (20 — 6) : (à — 1) : lim s = 2; 


% 


1 
19.38. (37 + 2): (9x — 2); 19.39. nab; 19.40. s = | dx = 7 MY, Sa Su Plau Wii 


0 
21a 
R-r 
19.41. 3ra?, s = | as; 19.42. A (0, 7), B(i, R), ec. generatoarei AB, y — 1 = — x, 
i 
0 


b 
a 


19.48. 2561; 19.49. 197: 48; 19.50. n[V2 + In (1 + V2)]; 19.51. 32ra°: 105; 19.52. 


2c 2c 

Laos ze =) + nate; 19.53. z(6x + 3 V3): 20; 19.54. — P (6 y3 — 5); 19.55. 
x: [5(1 + e—:7)]; 19.56. mat: 15; 19.57. n2:4; 19.58. 2n’a%; 19.59. 16r: 21; 19.60. 
72:2; 19.61. z(in2 — 1:2); 19.62. r[o?:2 + a + 40 + 4ln|« — 21+8:34+4— 
— 41n 4] + 4r (8 — ln 4); 19.63. 5 în L5 — 2; 19.64. 5n%a*; 19.65. (fig. 19.65) 1° Pa- 
rabola care ráspunde problemei are ecuaţia de forma a? = ay + b şi trebuie să fie veri- 

ficată de All: 2, 7), B(0, R). Se deduce a = 1%: 4(r — R), b=-I 3R:4(r — R); astfel 


4(r — R) 
y = M+R 


Apoi cu 
L 
2 . 
2 ras, v E (BRI + ARY + 9) 
a YO 
0 


29g 3 vu = 7 = om + 11); 19.66. Se roteşte y’= 2px, 
1 ß 
ı=7 arti. 19.67. Utilizăm formula 1 = | VI+ y dx; 


a 


Din 3? + y? = f? deducem y = V? — x°, consi- Fig. 19.65 
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§ 
= 2 
| ar = 4{ — ds 


vi — y 


5 
deräm sfertul de cerc din cadranul întîi 7 =4 | " + E a 


r 1.3 en 5 

= 4r arc sin — | —2zy. 19.68, 1 + 7 Bai 19,69. (13/13 — 8): 27; 19.70. Z [V6 + 
* lo 

+ In (V2 + V3); 19.71. 8(10/10 — 1): 27; 19.72. 5 (ea — e—a) ; 19.73. In (1 + V2); 

19.74. Arr?; 19.75. 2mRi; 19.78. 1° 62na*:3; ry 2x In (V2 + 1) + 22 y2; 19.78, 


= = [ga + 2) V2ap + P3 — pi]; 19.80. s[V2 + In (1 + V2)]; 1981. s= 5¢4 le 
1 
19.02, v = T +ż— 1, s= T + ra — i; 19.83. s = ae-X sin wf; 19.84, Din 


ds ds 
s(t) = v(t) si cu v = Fri deducem — = di şi prin integrare Ins =? -- Ine, s = cet; 
s 


v 
pentru s(0) = 1, deci c = 1. Din s = efcut = 10 se deduce s = e; 19.95. a = à = 


B i B 
\ xf(x) dx p | f*(x) dx 
d? 
= a care se integrează de două ori. 19.86, % = eee yg = ^ , 
| f(x) dx | f(x) dx 


« a 
q: 1988. x; —2:5, yg=1; 19.89. x; = 


= 9:10, yg = 9:5; 19.90. 4g = 2, yg — 8:5; 19.91. x; = yg = 4:5; 19.92. Notám 
cu x comprimarea arcului, forța este f(4) = kx, din care pentru x = 0,2 şi f=1 kg 
5 


a 3 
4G = yg = 3° 19.87, Hm yg = — 


se deduce k = 5 şi atunci L = (szaz = 125: 2 kg cm. 19.93. f(x) = —kx, k 20. Se 
0 
ia — cäci sensul forfei este contrar cu cel al axei pe care se presupune cá se executä 
b 


1 
mișcarea. L = — az dx, L = 2 h(a* — b*). 19.94. s’ = v = 24, J= kv, f = 4kt, L = 
vi s | 

= | aa * 2t dt = 2hi*; 19.95. Fie x distanța de la bază la piston. PV=K, P= 


0 b 
K K K K K b 
= —,V=S5S,f=P:.S=-— =—--S=—;L= —dr=Kinzx| = 
V V Sx x x a 
10 T 


b d 
= Ain — . 19.96. m = (6 + 0,3x)dx ; m = 75 kg. 199 = = kdi şi prin integ- 
— x 


rare rm 6, 4 = a(l — ekt), 
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x XX 


20.1. — . 20.2. Divergentá, căci lim up = co; 20.3. — 20.5. Divergentä, căci lim 


fio fio 


1 
tt, 250; 20.6. Gases, progr. geom. cu q = z ; s= 1; 20.7. — 20.9. Termenii 


24 
sint de forma — care este conv. dacă « > 1, div. 20.7. şi 20.8. div. iar 20.9. conv. dacă 
n 


a > 1. 20.10. Div. căci 4, > 


div. 20.11. Conv. 
3 nl 


1 
< — conv. 20.12. Conv. 
n3 


1 i 4 y” 1 1 
Un < SIEBEN > 20.13. Conv. Un = (=) 5 20.14. Div. Un > <= ; 20.15. Div. Un > 
n n 


2 
n? 
v 1 - Until 1 z 
20.16. Div. ca si Un ==". 20.17.— 20.18. Conv. căci lim ee ee ER < 1. 20.19. Div. 
n n>0 Un 
l _ mi l 
20.20. Conv. k = 1:4; 20.21. Conv. k = 0; 20.22. Div. 20.23. im —— = — < 1, 
no Un e . 
“nyi _ 2 — M 
conv. 20.24. Conv. lim +L — — <1. 20.25. Conv. lim Yu, = 0; 20.26. lim lus = 
;3 nao Un e nao —— "n0 
= 1:2 < 1; 20.27. 0< « < 1 conv. 20.28. Conv. 20.29. lim Vun = 1:e, conv. 20.30. 
noe 
Conv. dacá « > 0. 20.31.—20.32. Se descompun termeni generali in elemente simple 
si apoi se face = 1, 2, ‚in primul caz si n = 2, 3, ..., in al doilea, se adună 
d 
apoi, se deduce sy = 1 — , lim sy = 1 la 20.31. iar la 20.32. s = um Sy = 65: 36, 
25' 10 


20.33. Termenii seriei in valoare absolutá sint descrescátori si lim nic = - 0, deci seria 


n= v 
convergentă. Seria valorilor absolute este divergentă, seria dată este semiconvergen- 


7 
tă. 20.34. „|< BE <|3| < ... termenii crescători si lim w,— 1, sera este di- 
no 
2n—1 , Uny i 
vergentá. 20.35. u, = , lim = — seria dată este absolut convergentă. 
50 Un 
XXI 


21.1. y” = 0; ecuaţie diferenţială de ordinul 2 cite constante are funcţia. 21.2, 2 y y'— 
= 2ax + b, y y" + y? = a, eliminind aşi bse obţine 2(yy” + y?) = y". 21.3. 2y"(y — 
— z) — y+ y= 0; 21.4. x + yy’ — a — by’ = 0;1 + y? + yy" — by" = 0 se deri- 

^2 


+y şi se obţine y"' (14-3) —35' y= 0. 21.5. y = 


veazá apoi b — 
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= 2 = 
= + Vz; y= + z’v* T C; 21.6. 1°y’=0, y=C; 2° y=2x%, y=2*4C; 917. (y — 


dy dx = - 
— 1 +2 d 1 = 0, i= 1, = C; 21.8. — = = “=, = > 
)0?-5y +1) =0, y yet ijs aya VI = Va+c 


21.9. zy"? — C; 21.10. 29+ y! - In c #8; 21.11. arc sin x + are sin y = arc sin C 


x 
4 nz = C; 21.14, cos y=C sin x; 21.18. (sin x+cos x) e* + (sin y + cos y) e*—C; 


21.16. sin x e? + cos ye”* = C sin x cos y; 21.17. ln y = ctg = ; 21.18. 2y+1 = 


l-n 


= C! sin? x, C = + 2; 21.19. cos x cos y = C, C=1:2; 21.20 n Æ1, ; z y" = 
— n 


=% +C, n=l, y = Ce; 9121. y=!tx, y =t x 4i, y — 2x = cX (x + y); 
y 


21.22, 22 + y! = Cx; 21.23. x = Ce" 18 b: 91.94, yin Cx = — x; 21.25, xe” = C; 
: 1 
21.26, xe? C. 21.27. y = x, y = A+ y--y; 2128 2Cy = 214 4C. 


21.29. ad’ — a'b £0, o = —1, yo = 3, 22 — y* + 2xy — 4x + By — 14 = 0; 21.30. 
(y — x + 2) = C(y — 2x + 3; 21.31. (27? + 6xy + 4p + 2x + 2y = C; 21.32, 
(y — 2} — 2x7 + 1)(y — 2) — (x — 1)? = 0; 21.33. x? + 2xy + 93 — 10 — 6y +5 =0; 
21.34. x + 3y + In (x + y — 1) = C; 21.35. y = (12 + 1)(—x + 2 arctg x + C); 21.36. 


x 
y = sin «lu Cx; A copia el Cee Zet Ga 21.38. y = cos x (tg x + C); 
2. +1 
x 


PREDIGER 3 3 . 
+ Cx yl— 2; 2142. y sint x= 74 — 7 sin 2x + C. 21.43. 7? — 3r +2=0,7,= 1, 


f, = 2, y = Cue” + Ger; 2144. y = (Cix + Ca) e; 2145. y = e7*(C, cos Y3x + 
+ C, sin Y 3x); 21.46. y = C,cosz + Casin + Ce; 21.47. y = (Cix + C4) e* + 
+ Cse 2%; 21.48. y = (Cı + Casin x + C, cos x) e*; 21.49. y = Ce + Cæ% + 


1 1 
2 1 
+ e*(C, cos x + Casin x) + B” — 50 (2 cos 2x + sin2x) + 2x? + 12x + 20; 21.52. 
$* 1 10 
y=CG+Cer+C0e? — grai cos x + sin x); 21.53. y = (C, + Car) sin x + 
x? 
+ (C, + Caz) cos x + 33 — 12x — an x; 21.54. y = Cie” + C, cos x + Cysinx + 


1 
+ xe* + x(sin x + cos 2) ; 21.55, y = 4 con x — > x cos + B sina); 21.56. y — 
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z* y3 y3 1 = 
=e E [C+ Cai) cosa + (Cy + Cur) sin s]; 21.57. y = în + ar + 


E "Wm 1 1 107 7 
+ e*(C,.cos 3x + Cy sin Y 3x) : 21.58. y= Ce +C — 3 a Fri —*#+ 108 + e es — 
1 "m Bins 1 5 
— en + qa 2%, 21.59. y = C, cos 2x + C, sin 2x — 2x cos 2x — 7 #2 + rá 


-7 1 5 1 x 
21.60. y = Cie Jeep oro epi SM Ar sc COS ANT 21.61. y = — a 


n-—x>+3 
4 


xa 


1 
T | sin 2; 21.62. ym es cos 2-+C,sin + Than is 


* cos x + (= + 
cos X pow 
jesus 

1 a . 

+ jg 09 Be 21.08. y — ps — sin x + c,4x + Ca; 21.64. y = xe* — 2e* + c% + Ca; 


1 1 1 
21.65. y = v a. entes cc In (#* + 1) + ax + es; 21,609 pats 


1 x 2 
+ Ca + Ca — 7 sin 2ax; 21.07. — + r3 k; 21.68. xy = C; 21.69. y = cx8; 
16a? 2 9 


a ds 
21.70. y = q^ -7 — y); 21.71. ER = 2%; y = 11 + C, o familie de parabole, avind 


1 
pe Oy ca axă de simetrie. 21.72. sy = yy”, yy’ =a, or =ax+C; 21.73. 2 = 
y 


x+y 
2 


N(x + yy’, 9), Pl. y +5 =), 1° (b —y)y'—x—a.':.(x—af + (y—b)! = c cercuri; 


1 
, (y — x — Cy = 0, o familie de parabole. 21.74. Y — y = — — (X — 4), 
y 


ds 
29 yy’ = theo. y? 4 12 = C, conice. 21.70. s’ = m =v, S = hs, k coeficient de 


7 
= 1 ds\2 
proportionalitate; s = cet, Se obţine c = 25 şi s =25 + 25. 21.76. FS m (5) = ks”, 


2 


2—n 
2 — 2k 
k este factorul de proportionalitate. Se deduce s = | 2 z — (t— " , nz 
m 
E 
si s= 2 79 Vm dacă n —2. 21.77. Se separă variabilele, p = py eh, p = 760 ^h ^mm. 
21.78. y = ceai, dacă presupunem cá diferențele de temperatură la momentele î, gi fa 
sînt y, şi ya atunci coeficientul de proporfionalitate are expresia 


ia — în Y 
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Aceeasi lege se intilneste si la desagregarea radioactivä. 21.79. Dacä T este ee 
corpului si / timpul, atunci viteza de variaţie a temperaturii este dată de derivata = 


dT 
si conform enuntul a k(T — 20), unde k este coeficientul de proportionalitate. 
Se deduce 
T — 20 = Celt, 


Pentru 7 = 0, avem T = 100° si atunci C = 80; apoi pentru ¢ = 20, avem T = 60, 
t 


1 320 
rezultă 7 — 20 = sof 3) ; Corpul se va ráci la temperatura de 30° in timp de 60 


minute. 21.80. x cantitatea de sare la momentul £ ; dacă dé > 0 atunci dx < 0, v = 100 + 
+ 30; — 207, —dx = x: (100 + 107) 20dt, x= c: (10 + 1%, pentru ¢=0, c = 1000. 
In 2 


21.81—82. R= Re + 21.83. Într-un interval de timp Af, numărul indivizilor creste 
in nNAt si scade cu mNAt, deci in total variază cu (n — m) NA! astfel AN =(n — m) NM, 
trecînd la limita rezultatul este dat N = Nye("—™) —5) N, fiind o constantă care re- 
prezintă numărul indivizilor la momentul ¢ (fig. 21.83, a şi 21.83, b) 


N 
n—m<0 
No 
0 t 
Fig. 21.83 a Fig. 21.83, b Fig. 21.84 


21.84. Ecuatia este de forma y” = f(x). Integrind de două ori avem 
$ Mm, ?, 
Ely’ = Myx — — 2? 4 cp, Ely = — x? — — 2° + ater 
4 2 12 
Linia elastică este tangentă în origine la axa Ox, deci pentru x = 0 trebuie ca y = 0 


şi y” = 0 care dau c, = 0, c, = 0, (fig. 21.84). Vom determina pe M, observind cá la mij- 
at (31— 42). 


] 
locul grinzii x — 2 l,y’=0, rezultă M, = ry , astfel avem soluția y = 48EI 


1 
Sägeata (lásarea grinzii) la mijlocul grinzii este f = I92Er PE, 
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22.1. Cazuri egal posibile 99 ; cazuri favorabile 9, bilele numerotate cu 1, cu 4 = 23, cu 
9 1 A 
9 = 33, ...,81 = 9? deci p = 99 =o. 22.2. Notám cu P,, P,, P, probabilitățile de a ieși 


printre cele 5 bilete respectiv unu, douá sau trei bilete fixate dinainte. P, — Ch: Ch = 
220,06; P4— C2, : CÈ 0,003; P,— C: Cóy=0,00009. 22.3. Producţia pe două zile este 
1100 piese din care 33 sînt rebut. Numărul cazurilor posibile n = can iar al cazurilor 
favorabile C950. . C25 ; probabilitatea P(E)— (Coo; - C33) : C1900, Pentru calcul ne servim 


1 
»t— E 
de formula aproximativă a lui Stirling n | = n”e—” Y 271 =n deh Yan. 224 P= 


2 7x10 35 
= C: Cb; 22.5. P = 0,02 + 0,03 = 0,05. 22.6. 1° P, — —— = m 2? a), 
2 5 17 
C 45 C 21 
Qe — Lu I p, pi =— = —; 227. a). În brigada 1-a muncitorii pot fi gru- 
ch, 186 ci, 186 


pati in Cee moduri, iar brigadierul in c moduri, brigada se poate forma in Eich 
moduri. Fiecärui mod de alcätuire a primei brigäzi ii corespunde in brigada 2-a, mun- 
citorii pot alege in CÓ, moduri, iar brigadierul in CI moduri, deci in C4Cg, moduri in total. 
Pentru brigada 3-a in total C}C}, moduri. 
Pentru fiecare mod de alcătuire al brigăzilor 1,2 si 3 in brigada 4-a pot fi in total 
Clee, moduri. Deci cele patru echipe se pot alcätui in 


1-6 1-6 71-6 ci 
lcd, - CIC$, + CC is: CBC to» 


Probabilitatea pentru brigadierul din brigada 1-a este P = 1: C} = 1 : 6. 


Pentru brigadierul din brigada 2-a 1:5; Probabilitatea ca să fie un brigadier deter- 
minat în brigăzile 1 şi 2 este p = 1: 30. 22.8. Cum evenimentul C este condiţionat de 
evenimentul încolţirii gi rodirii bobului de grîu, deci P = 0,95 x 0,90 = 0,855, prin 
urmare 85%, din griul considerat vor da spice de calitate C. 22.9. Probabilitatea de a 
nu ieşi prima oară numărul dat este 5: 6, a 2-a oară (5: 6)?, iar a 3-a oară, (5: 6), deci 

125 91 

= 20 01.020 _ 20,020. : 
-zT zs PM 1 (C20,c90) :C20o = —1 — Ciso: C209; 22.11. Cazuri 
posibile 121, cazuri favorabile 9! cáci dacá fixäm de fiecare dată bilele cu numerele 


5, 7, 11 rămîn 9 libere, p = 91:121 = 1: 1320. 22.12. Cazuri posibile (7 + 5)(6 + 8)= 
= 168, iar favorabile 7 . 6 = 42, deci p = 0,5. 22.13.] Probabilitatea căutată este 


P=1 
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egală cu suma probabilitatiilor şi anume de a ieși n albe; n — 1 albe si una neagră, 
n — 2 albe si două negre, ..., y albe si n — r negre, deci 


P = ph + chy + cijp-2g TENES: Tg, 


Dacă r =n atunci P= (p+ q)”, evident p+9<1. 22.14. Urma lui Bernoulli, 
(C3: 63) : (c1). 22.15. O singură alice se scoate in C,, moduri, două in c? moduri, 


Ci + CS 4 C54... C2 Ci... 
. i t i t = , = . 
etc. Probabilitátile cerute sint 2, "m Pa METEO 1 
11,1 
CgaCg 
22.16. Se aplică formula generală pentru schema bilei neintoarse; 1° =. 
Cog 
4 -8 12-0 
1 CasCg CegCg 
Nia 7 ^5 2 r4 7 4 j Uc a o 
2° ea (CaeCg + CásC8 + C2,C§ + CRC + CăsCă + CégCg); 3 4 , 


12°’ 12 

Cog Cog 
7 

22.17, Caz particular al urnei lui Bernoulli. Probabilitatea de ochire este 5 , cea cáutatá 


78 8 9 
este B . 92.18. Probabilitatea ca A să nimereascä este "E iar pentru B este 10° 


cea căutată este 2 + 2 _ S . 2 . 22.19. Notám P(E,) = 0,65; P(E, = 0,70; 
11°10 11 10 
P(E;) = 0,80. Avem P(E,E,E,) = 1 — [1 — P(E)] + [1 — P(E)] + [1 — P(E)] = 
= 0,98, 22.20. Notám P(E,) = 0,85; P(E,) = 0,75. Evenimentele E, şi E, fiind com- 
patibile, avem P(E, + Ez) = P(E,) + P(E) — P(E,E,) ~ 0,96. 22.21. Notám cu E 
evenimentul ca un copil sá fie de sex masculin si E evenimentul opus. Avem P(E) = 
=p~=0,51; P(E) =g = 1 — p = 0,49 şi aplicăm formula Ini Bernonli (din schema 
lui Bernoulli) P,(k) = Chp*g*—*, P,(5) = CS pg? œ 0,17. 22,22, Aplicám formula lui 


= 


1 
Bernoulli (Ex. precedent) in care n = 8, k = 6, P,(6) = C8p%q? fücind p = > ‚g= 


1 
=l-p= ri si gásim P,(6) ~ 0,11. 22.23. Notám cu E evenimentul ca un spic sá 
aibă peste 40 boabe, cu E evenimentul ca spicul să aibă sub 40 boabe. Avem p = 
= 1 
= P(E), q = P(E), ~=q= PS ; abaterea absolută «=k — np, in care n = 200, 


R == np 5 1 -)A 1 
k = 100, abaterea redusă A = —.——— = 0. Probabilitatea P,x ————e = — x 
2nbq V2npa 10Yr 
c? 
1 50 
Ais 22.24. a) n = 10, m = 3, p = 0,3; b) n = 10, m = 5, p = 0,5. 22.26. p = ao 
l | C 
60 


a; 0,692. 22.26. p = 0,0336; 22.27. p = 0,921; 22.28. 1 p = 0,2916; 2) p = 0,0523 
(Schema lui Bernoulli). 22.29. p = 0,1727. 22.30. P = 0,73728 (schema lui Bernoulli). 
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22.31. P(6,6) = 0,1779; P(6,5) = 0,3558; P(6,4) = 0,297; P(6,3) = 0,132; P(6,2) = 
= 0,033; P(6,1) = 0,0041; P(6,0) = 0,0002. 22.32. 


138 2 | —300 —5 25 —10 50 
198 4 | —240 —4 16 —16 64 
258 9 | —180 —3 9 —27 81 
318 | 16 | —120 22 4 —32 64 
378 | 21 —60 —1 1 —21 21 
1438| | 25 
498 | 14 60 1 1 14 14 
558 6 120 2 4 12 24 
618 2 180 3 9 6 18 
778 1 240 4 16 4 16 

| | | —106 +436 | 352 
; " 70 i 
n = 100, ¿=60, fi = —70, di = — = —070, = ap + ide = 438 — 60 x 


+2 
" 352 me 
x 0,70 = 396 boabe, c = +60 var — dea = +60 M — — 0,49 = 46303, 
nN 


104,44 . 1044,4 
= 10,444 m% = 
10 396 
22.33. d = 0,1: 26 = 0,0038, x = 3,9 + 0,0038 = 3,904; c = +0,178, o% = 4,56%, 
m = o: V26 = 0,035, m % = 0,89 %. 22,34. d = — 0,175, 7 = 12,885, a = + 1,766; 
22.95. d = 0,1708, d = id* = 4,27, c = 25-2,89 = 64,74 ~ 65; ¥ = Xp + d = 529,27; 
c % = 12,26, m = 4,2, m % = 0,8 %. 


o» 


c = +104,44, #....10%, me —— = om = 
fo... MG yn 
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23.1. — 23.16 (vezi figurile corespunzátoare) 


Fig. 23.1 


Fig. 23.3 Fig. 23.4 


Fig. 23.5 


Fig. 23.10 


Reg Te a [orm [a 
TAIERE EI EEE 
eee 
CAGE EEE SEE 
HA ELLE LEES EISE 


Fig. 23.11 
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Fig. 23.12 


Fig. 23.13 Fig. 23.14 


Fig. 23.15 Fig. 23.16 


23.17. Notám cu x cantitatea de turte si cu y cea de porumb, conditiile din enunf conduc la 
x + 1,259 > 2,5, 400x + 80y > 240, 
z>0, y>0 şi f = 1,30% + 1,605, 

trebuie să determinăm minimul lui f. Regiunea soluţiilor este cea hașurată. D, si Da se 


taie în A (5: 21,38: 21), Ag taie domeniul prima dată în A; f= 1,3: = + 1,6 - 21 
= 3,20. Rezultă cá ratia cu preţul de cost minim va trebui să conțină 5: 21 kg de turte 
si 38:21 kg de porumb boabe, costul fiind 3,20 lei. 23.18. Fie x suprafaţa cu griu si y 
cu porumb. Se deduce sistemul x + y.« 1000, 1800 x > 400.000, 2400y > 350.000, 
- 650% + 1000y < 400.000 cu x 20, y > 0 si f = 1800. 1,5% + 2400. 1,20y — (650% + 
+ 1000). Se deduce cá varianta optimă a problemei este x = 15250: 39 ha =: 391 ha 
y = 875:6 haz; 146 ha si f = 1075769 lei. 23.19. x, + x, + x, = 1000, 20004, + 
+ 30002, + 25002, < 2300000, x, 2 0, zœ 0, 24 2 0, f/— 1800. 2x, + 2400 - 2,52, + 
+ 2000 - 1,75%, — (2000 x, + 3000 x, + 2500 2,). Se înlocuieşte 2, = 1000 — x, — x,. 
Varianta optimă pentru x, = 700 ha, x, = 300 ha, x, = 0 ha, beneficiu 2020.000 lei, 
23.20. 


Material necesar pentru o cládire 


Cärämizi | Saci cu ciment |etaci prefabricate 


20000 100 10 t 


10000 (| 300. 20 t 


Material 
disponibil 650000 7500 


Notäm cu x gi y numărul de locuinţe construite prin tehnologia l-a respectiv a 2-a. 
Avem 20000 x + 10000 y < 650000; 100% + 300y < 7500; 10x + 20p-g 550; x 0, 
y>0, f =x + y. Se găseşte x = 25, y = 15, deci se pot construi maxim 40 locuințe. 
În această variantă se consumă toate cărămizile si toate prefabricatele, ráminind neuti- 
lizati 500 saci de ciment. 


Fig. 23.17 
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Fig. 23.19 Fig. 23.20 


1 ____ 453 
23.21. z = 2 U.N. = 906 g pline; y = > U.N. =- g brinză (227 g), f = 5,11 lei. 


23.22. R: produsul A: 320 u, produsul B: 120 u, venit maxim: 3760 u; 23.23. R: 0 
unităţi produs I, 3 unități produs II, beneficiu optim: 9 unități. 23.24. 1,5 ha parcela 
l-a cu porumb si 9 ha din parcela 2-a cu porumb; venit maxim 13 8700 lei: 
23.25. 0,175 ha cu grîu; 599,675 ha orz; 0,15 ha porumb; venit maxim 539 889,5 lei 
23.26 f max=f(200, 0, 800)=2 320 000 lei, cultura A: 200 ha, cultura B = 0, cultura 
C:800ha; 23.27. Notäm cu x, x4 cantitatea de laminate normale, respectiv laminate 
scurte ce intră în construcția nr. 1 si cu %,, x,, analog pentru construcția nr. 2. Se ob- 
fine: x, = 60, x, = 10, x, = 0, x, = 30 tone, f = 5700; 23.28. R: alimentul M: 4 kg, 
N:16kg, cost minim 104 lei. 23.30. R:f min = 14 000 lei cu planificarea: 


B, | B, | B, | Disponibil 

4, — — 10000 t | 10000t 

Aa — 10000 t 5000 t — 15000 t 

4s Pe: —15000t| 5000t | 25000t 
Necesar 10000 t| 20000 t| 15000 t — 


23.31. Datele din problemá pot fi sintetizate in tabelul urmátor: 


Coeficienţii teh. si cant. Capacit. za 


Intrep. Prod. P, P, întreprind. 
x y 
Îi 2 2 12 
La 1 2 8 
La 4 0 16 
I, 0 4 12 
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23.32, f min (2,2) 55.2 + 6.2 = 22 v = 220 000 lei, x,=2 vagoane din M,, za = 2 va- 
goane din M,. 23.33. f min >, 5) = 56,25 u = 5625 lei, x, = = t, produse P,, şi 
Y, = 5 tone, produse P,. 23.34. R. O infinitate de soluție optime: f min = 10 000 lei, 
pentru x, = 3,75 t de produs P, gi x, = 5 t de produs P, sau 1, — 5 E t produs P, si 


6 
Xa = 2 E t produs P, sau orice combinare liniará convexá a acestor cantitäfi: 


x, = aay + (1 — a) zi, 44 = ax, + (1— a) xg , unde 0 <a< 1. 23.35. Varianta 
optimá: 4 ha cu pomi A gi 5 ha cu pomi B; venit 508000 lei. 23.36. Solufie optimá : 
192250000 hl bere blondă; 32 450 000 hl bere neagră; 59 880 000 hl bere integrală; 
beneficiu 2 025 553 880 lei 33. 37. Se obtine venitul maxim de 5 litre, preparind numai 
produsul A, cu care se consumä 100 funti castane, 50 funti alune gi 50 funti arahide, 
räminind disponibil 50 funti arahide si 10 funti alune. Problema admite două soluţii 
optime (deci o infinitate de solutii, date de mediile ponderate ale acestora), cu acelasi 
venit de 5 lire. 23.38. Varianta optima se obtine planificind G, s4 cultive 20 cu oväz, G, 
35 ha cu griu ; G, 27 ha cu griu gi 18 ha cu orz ; G, 29 ha cu orz și 31 ha cu ovăz; cu numá- 
rul minim de 1943 unităţi de muncă: 23. 39. Se obține beneficiul maxim de 25400 lei pe 
zi, planificind amestecul materiilor prime numai pentru produsul B (benziná auto C.0.70) 
si anume: 100 B,; 1001 B, si 60 ¢ B,. Rámine disponibilă toată producţia de benzină 
cracatá C.0.66; B,. 23. 40. Soluţii: tencuitorii execută : 1000 ore in specialitate, 600 ore 
la zugrävit, 300 ore la fátuit; zugravii: 600 ore in specialitate, 300 ore la fätuit si 1000 
ore la tencuit ; fátuitorii : 300 ore in specialitate ; 1000 ore la tencuit şi 600 ore la zugrăvit, 
Altă soluție: tencuitorii execută: 1400 ore in specialitate si 620 ore la tencuit ; fátuitorii : 
500 ore in specialitate, 900 ore la tencuit si 420 ore la zugrävit. Solufia optimá: 

23.41. Varianta optimă : toate läzile se pot transporta in numărul minim de 140 curse, 
anume : 45 curse cu încărcătură : de 2 lăzi a 1,1 t si 1 ladă a 0,7 t; 60 curse cu încărcătură : 
de 1 ladă a 1, 1 t şi 2 lăzi a 0,9 t; gi 35 curse cu încărcătură de: 1 ladă a 0,9 t gi 3 lázi 
a 0,7 t. 23.42, Maximum 896 locuinţe ; 355 de tip A şi 541 de tip B. 


